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POKYNY KE STUDIU

STATISTIKA II.

Pro pfedmét 3. semestru oboru N-VM jste obdrzeli studijni balik obsahujici

integrované skriptum pro distanéni studium obsahujici i pokyny ke studiu
CD-ROM s doplitkovymi animacemi vybranych ¢asti kapitol
harmonogram pribéhu semestru a rozvrh prezencni ¢asti

rozdéleni studentli do skupin k jednotlivym tutorim a kontakty na tutory
e kontakt na studijni oddéleni

Prerekvizity
Pro studium tohoto pfedmétu se predpoklada absolvovani predmétu Statistika I.
Cilem predmétu

je seznameni se zdkladnimi pojmy teorie spolehlivosti. Po prostudovani modulu by m¢l
student byt schopen orientace v zékladnich statistickych metodach pouZzivanych ve vyzkumu i
Vv praxi

Pro koho je predmét urcen

Modul je zatazen do magisterského studia oboru Vypocetni matematika studijniho programu
Informacni a komunikaéni technologie, ale mtze jej studovat 1 zéjemce z kteréhokoliv jiného
oboru, pokud spliuje pozadované prerekvizity.

Skriptum se déli na ¢asti, kapitoly, které odpovidaji logickému dé¢leni studované latky, ale
nejsou stejné obsahlé. Predpokladana doba ke studiu kapitoly se miize vyrazné liit, proto jsou
velké kapitoly déleny dale na ¢islované podkapitoly a t¢ém odpovida niZe popsana struktura.

Pii studiu kazdé kapitoly doporucujeme nasledujici postup:

@ Cas ke studiu: xx hodin

Na tvod kapitoly je uveden &as potiebny k prostudovani latky. Cas je orienta¢ni a mize vam
slouzit jako hrubé voditko pro rozvrzeni studia celého ptedmétu ¢i kapitoly. Nékomu se cas
muze zdat ptili§ dlouhy, nékomu naopak. Jsou studenti, ktefi se s touto problematikou jesté
nikdy nesetkali a naopak takovi, ktefi jiZ v tomto oboru maji bohaté zkuSenosti.

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

® popsat ...
® definovat ...
® vyfesit ...

Ihned potom jsou uvedeny cile, kterych mate dosdhnout po prostudovani této kapitoly —
konkrétni dovednosti, znalosti.



Vyklad

Nasleduje vlastni vyklad studované latky, zavedeni novych pojmi, jejich vysvétleni, vSe
doprovazeno obrazky, tabulkami, feSenymi piiklady, odkazy na animace.

Z Shrnuti pojmu 1.1.

Na zavér kapitoly jsou zopakovany hlavni pojmy, které si v ni mate osvojit. Pokud nékterému
Z nich jeste nerozumite, vrat'te se k nim jesté jednou.

‘7 Otazky 1.1.

Pro ovéfeni, Ze jste dobfe a Gplné latku kapitoly zvladli, mate k dispozici n€kolik teoretickych
otazek.

Q Ulohy k FeSeni 1.1.

=

Protoze vétSina teoretickych pojml tohoto pfedmétu ma bezprostiedni vyznam a vyuziti
Vv databazové praxi, jsou Vam nakonec piedkladany i praktické ulohy k feseni. V nich je
hlavni vyznam pfedmétu a schopnost aplikovat Cerstvé nabyté znalosti pii feSeni redlnych
situaci hlavnim cilem pfedmétu.

ﬂgﬂ KLIC K RESENI

Vysledky zadanych ptikladd i teoretickych otdzek vySe jsou uvedeny v zavéru ucebnice
v Kli¢i k feSeni. PouZivejte je aZ po vlastnim vyfeSeni uloh, jen tak si samokontrolou ovéfite,
ze jste obsah kapitoly skute¢né tplné zvladli.

Uspésné a pfijemné studium s touto uc¢ebnici Vam pieji autofi vyukového materialu

Radim BriS a Martina Litschmannova



1. Modely a modelovani

1. MODELY A MODELOVANI

@ Cas ke studiu: 0,5 hodiny

Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e charakterizovat model jako nastroj pro zobrazeni skutecnosti
e popsat proces modelovani

e provést klasifikaci zakladnich modelt

e vysvétlit pojem matematicky model

e vysvétlit pojmy: stochasticky a deterministicky model

e popsat ruzné pristupy k modelovani, jako dedukce, indukce a retrodukce

Vyklad

1.1. Model

Pojem model se vyskytuje v odborné literatuie velmi Casto. Teorie modeli a modelovani nabyla
v souvislosti srozvojem kybernetiky znaéného metodologického vyznamu a modely nachazeji
uplatnéni v nejrizngjsich oborech. Termin model muze byt chapan rizn¢ a modely mohou slouZit
odlisnym cilim. Problematika modelovani zahrnuje velké mnozstvi riznorodych otazek, takze jsme
nuceni omezit se jen na ty, které pfimo nebo nepfimo aspon ¢astecne souvisi s pouzitim statistickych
metod. Rizné nazory na obecnou podstatu modell, na jejich obsah, klasifikaci a pfedevsim funkci
netvofi ani zdaleka ucelenou teorii s pfesné vymezenou a jednotnou terminologii. Konstrukce modelu
a pravidla této konstrukce jsou vazana na feSeni konkrétnich uloh teoretického i praktického razu, a je
proto ziejmé, Ze pii posuzovani metodologickych otazek je tieba k této skutecnosti piihlédnout.

Pti sledovani jevil a procesi redlného svéta si uvédomujeme, Ze je v naprosté vétSin€ piipadl nejsme
schopni zcela vysvétlit. Jen velmi obtizné postihujeme zakonitosti jejich vzniku a jesté hiife pronikame
do jejich vazeb a souvislosti. Modelovani je tvuréi lidskd ¢innost spoéivajici v idealizaci a
zjednoduseni dé&jii redlného svéta. VeEtSina autortl se shoduje v tom, Ze model musime chapat jako
urcitou formu zobrazeni skute¢nosti. Rozdily jsou pouze v tom, jaka je modelovana skutecnost, jaké
jsou modelovaci prostiedky a k jakému t¢elu model slouzi.

Slovo model ma sviij ptvod ve stavitelstvi, kde oznaCuje miru, podle niz jsou vyjadieny proporce
stavby. Pozdé&ji dostal pojem model zasadné novy vyznam. Ptipousti se, ze teorie nemusi byt jen
zobrazenim skute¢nosti jeji objektivni podobé, ale 7e miZe jit o jeji urcitou idealizaci. Casté jsou
ptipady, kdy je vyhodnéjsi operovat s modelem misto se skutecnosti z toho divodu, ze Casto ovladame
lépe pravidla modelovaci techniky nez pravidla nezachytitelné nebo piimo nepozorovatelné
skutecnosti.

Gnozeologickd podstata modelovani vyplyva ze zakonl piirody a z historicky vzniklé schopnosti
abstrahovat shodné vlastnosti riznych objektd. Diky souvislostem, které mezi objekty existuji,
mizeme nepiimo sledovat nékteré objekty prosttednictvim jinych objektl. Pfes mnohozna¢nost pojmu
model jej miZzeme -charakterizovat jako zjednodusenou formu zobrazeni podstatnych ryst
zkoumaného useku reality. Model je sestaven podle uréitych pravidel, ktera dovoluji napodobovat
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chovani a vlastnosti zobrazované reality. Model je nejen prostiedkem ziskavani poznatkd, ale pomoci
modelu je také mozno rozvinout teorii urcité oblasti. Studium modelu umoziuje vyvodit nékteré
poznatky o zobrazované skuteCnosti jen v piipad¢, pokud mezi skute¢nosti a modelem existuje
obdoba, ktera je pro poznavani skutecnosti nezbytna.

Cinnost zaméfenou ke konstrukci modelu nazveme modelovanim. Modelovanim mizeme dojit
k matematické teorii, ktera umoziiuje vysvétlovat a objevovat souvislosti a ¢aste¢né je i zobectiovat.
Tento popis vSak nemlze opravovat nebo dokonce odstranovat chyby zptsobené nedokonalosti
modelu samotného.

1.2. Jedna z moZnych Kklasifikaci modelu

Samotné slovo model je tedy velmi mnohozna¢né. Nektefi autofi si dali praci a uvedli seznamy
nékolika desitek vyklad@i vyznamu pojmu model. Uplna definice modelu se dnes asi neobejde bez
aparatu teorie mnozin a matematické logiky. Odlisné pfistupy pfitom najdeme v pfirodnich a
technickych védach, logice a spolecenskych védach, jiné pojeti v kybernetice a jinych disciplinach.
Vychodiskem pfi tfidéni modeld miize byt modelovana skutecnost a prosttedky modelovani, jakoz i
charakter cild, kterym konstrukce modelu slouzi.

Velmi jednoduché je rozliseni materialnich modelid od myslenkovych modeld. Zatimco materialni
modely zobrazuji realn¢ existujici objekty, modely druhé skupiny maji charakter spise teoreticky a
existuji jen vnaSem védomi. Myslenkové modely je mozné dale tfidit na piedstavové modely,
vytvafené hypotetickou konstrukci nebo idealizaci skutecnosti podle predstav, a na symbolické
modely, jejichz prvky jsou vytvaiené symboly nebo znaky. Modely této skupiny maji velmi blizko
k modelim, u kterych maji rozhodujici vyznam logické a matematické vlastnosti, a nazyvaji se
modely logické ¢i formalni nebo také matematické.

1.3. Matematické modely

Rovné€Z pojem matematicky model Ize chapat ve vice vyznamech. VétSinou se matematickym
modelem rozumi néjakd formalizovana teorie, nékdy i jeji matematické zobrazeni, ale Casto se také
(neptilis st'astné) matematickym modelem oznacuje jakykoli kvantifikovany popis neékterych stranek
skute¢nosti. Uspéch matematického modelovani zavisi mimo jiné na naich schopnostech
formalizovat teoretické i praktické poznatky o zkoumaném useku reality. Jde o nalezeni takového
matematického aparatu, ktery odpovida modelované skutecnosti a pfitom respektuje ucel, ke kterému
byl model konstruovan.

Matematicky model musi (stejn€ jako kazdy jiny model) objektivnim zplisobem zndzornovat jevy a
procesy realného svéta. Matematicky model vyjadiuje zakonitosti jevii a procest, a to jak v oblasti
védeckého poznavani, tak v oblasti praktické lidské Cinnosti. Je zajimavé, Zze i kdyZz matematické
modely neobsahuji zadné vztahy, které do nich nebyly vlozeny, piesto poskytuji poznani, které do
nich nebylo védome¢ dano. Matematické modely mohou pomoci k poznani tim, Ze naznaci nebo
dokonce umozni dokazat obecné vysledky, které byly obsazeny v souborech pozorovani, ale nebyly
z téchto souborl zfejmé. Mohou davat podnét a inspiraci k budoucimu badani.

Matematicky model mizeme zjednodusené definovat jako urcitou formu zobrazeni nékterych aspektt

jevl a procest redlného svéta matematickymi prostfedky. Takovym prosttedkem miize byt tfeba
soustava rovnic obsahujici proménné (veli¢iny) a konstanty (parametry).

1.4. Nékteré typy matematickych modeli

Matematické modely lze tfidit zrlznych hledisek. Za hlavni Ize povazovat odliSeni
deterministickych modelii od stochastickych modeli. Deterministické modely maji povahu
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zakonitosti, jez pii dodrzeni urcitych predpokladi a podminek vzdy plati, neboli vyhovuji kazdé
konkrétni empirické situaci. Pro deterministické modely je charakteristické, Ze postaveni vSech veli¢in
v modelu je nesporné a konkrétni hodnoty ptredstavuji fadu pevné danych Cisel. U deterministického
modelu je znama nejen jeho struktura, kterd mize byt popsana tieba algebraickou nebo diferencialni
rovnici, ale nesporné jsou i hodnoty parametrii. Pro odliSeni deterministickych a stochastickych vztahti
neni zatim podstatné, zda jsme k matematickému modelu dosli logickym dikazem, kdy zavéry
vyplyvaji pfimo z ptedpokladi, ¢i zobecnénim provedenym na zaklad¢é empirickych zkuSenosti.

Uvazujme Newtonlv pohybovy zdkon: drdha y, kterou pfedmét na Zemi urazi za dobu t, je pfi
urcitych zjednodusenich dana rovnici

2

at
y=vt-—
2

V této rovnici konstanty v, a ptedstavuji pocatecni rychlost a tihové zrychleni. K této rovnici je mozné
dojit vhodnou upravou diferencialni rovnice modelujici pohyb télesa na Zemi anebo zobecnénim
uréitych pozorovani, tedy induktivnim (datové orientovanym) zpisobem. Zatimco pii deduktivni
uvaze predpokladame presnou znalost hodnot v, a, vylucujeme vliv odporu vzduchu a provadime
néktera dalsi zjednoduseni, pfi induktivni Gvaze respektujeme chyby méfeni proménnych y,t (tyto
proménné se stavaji ndhodnymi proménnymi Y,T) a do analyzy tim zahrnujeme i vliv nékterych
dal8ich Ciniteld zpusobuyjicich, Ze platnost rovnice je pouze pfiblizna. Do rovnice vstoupil prvek
nejistoty (nahody) a hovorime o modelu stochastickém:

2

Y =vI - —
2

Na rozdil od deterministického modelu vyhovuje stochasticky model konkrétnim situacim jen
priblizné a suréitou pravdépodobnosti. Stochastické modely byvaji téZ oznaCovany jako
pravdépodobnostni a pravé s nimi se vtomto textu budeme vyhradné setkavat. V b&znych ulohach
riznych veédnich oborti existuje mnoho divodu, pro¢ ziskand pozorovani ¢i mefeni maji charakter
spiSe nahodny nez deterministicky.

Pro stochastické modely je charakteristické, ze dovoluji pomérné pfesnou matematickou manipulaci se
vztahy mezi veli¢inami, i kdyz ve skuteCnosti plati tyto vztahy pouze ptiblizng.

Pro naSe potieby mizeme ptijmout pracovni definici stochastického modelu jako rovnice nebo
soustavy rovnic obsahujici nahodné veli¢iny, nenadhodné veli¢iny a parametry.

Nahodné veli¢iny jsou proménné, jejichz hodnoty pfedem nezname, jsou dany provedenim pokusu
nebo pozorovanim. Nenahodné veli¢iny (nékdy téZ oznaované jako pevné nebo fixni veli€iny) jsou
proménné, jejichz hodnoty urujeme. Parametry jsou znamé nebo Castéji neznamé konstanty.

Potize souvisejici s konstrukei stochastického modelu vyplyvaji z nejistoty, ktera se tyka i nekterych
zcela zakladnich otazek. Na prvnim misté je tfeba uvést nejistotu tykajici se odliSeni podstatnych a
nepodstatnych veli¢in. Vybér proménnych, které by model mél obsahovat, je velmi slozity vécny i
empiricky problém. Nejistotou pocitujeme i kolem samotné matematické formy modelu. Informace
teoretického rdzu nemusi byt dostatecné pro vybér konkrétni formy modelu. Nejistota se tyka i
opravnénosti ucinénych predpokladii, piesnosti méfeni (zjiStovani), vhodnosti metody pouzité
k odhadu parametrii atd. Matematické modelovani je nepietrzity proces srovnavani naSich znalosti,
predpokladii a tivah s vysledky zjistovani a s uzite¢nosti modelu z hlediska cili, ke kterym byl
sestaven.

Modely urcené ke zkoumani vztahli mezi veli¢inami se obvykle déli na modely funkéni, modely pro
ucely fizeni a modely predikéni. Neni tieba zdiraziiovat, Ze pokud zname skuteény funkcni vztah mezi
veli¢inami, jsme pfimo v idealni situaci. MiZzeme fidit, popt. kontrolovat i pfedpovidat hodnoty
veli¢in, které jsou pfedmétem naSeho zajmu. Piipady, kdy mame podobné modely k dispozici, jsou
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(odmyslime-li si defini¢ni vztahy) zcela vyjimecné, pfi¢emz funkéni vztahy byvaji vétSinou nelinearni
a obtizn¢ interpretovatelné.

Znalost funk¢niho piedpisu vyjadiujiciho vztahy mezi veli¢inami nemusi je$t¢ umoznovat fizeni ¢i
kontrolu vSech zucastnénych veli¢in. Uzite¢ny model 7izeni mize byt nekdy sestrojen jen tehdy,
pokud jsou veli¢iny v iloze pii¢in zcela pod nasi kontrolou a jsme schopni vypracovat podrobny a
presny plan experimentu.

Pokud nejsme z nejrizngjSich duvodi schopni funkéni model sestrojit a planovany experiment
neprichazi v avahu, spokojujeme se vétSinou s modelem, ktery neni v plné mife realistickym
zobrazenim skutecnosti a je pouze zjednoduSujicim ptiblizenim k hlavnim rysiim chovéni a vztahu
veli¢in. Modely této skupiny se nékdy oznacuji jako predikcni. Divodem k tomuto oznaceni je ziejme
skuteCnost, Ze pravé ulohy souvisejici s predpovédi hodnot nékterych veli¢in na zakladé znalosti
hodnot jinych veli¢in, se Casto feSi pomoci modelt, které jsou pouze zjednodusSenou abstrakci
skutecnosti. Predikéni modely jsou Casto uzite¢né a za urCitych podminek mohou naznacit vnitini
podstatu sledovanych jevil a procest. Tyto modely byvaji konstruovany pfedev§im metodami regresni
analyzy, coz vyzaduje velkou obezietnost vici predpokladim a respekt k vypovidajici schopnosti
téchto metod.

Zjednodusujici abstrakce je velmi Casto spojend s otdzkou linearity, popf. se stupném nelinearity
modelu. ZkuSenosti z riznych védnich obord ukazuji, ze vétSina systémul ¢i procesit ma nelinearni
charakter, coz znaéné ztézuje modelovaci piistup. Caste¢nym vychodiskem muize byt linearizujici
zjednoduseni. Matematicky je mozné problém linearizace feSit rozvojem nelinearni funkce do
Taylorovy fady se zanedbanim c¢lenti vys$itho nez prvniho tadu. Jinou moznosti linearizace je
zjednoduseni, pii kterém zanedbame ptsobeni nékterych veli¢in a chovani ostatnich veli¢in do urcité
miry idealizujeme. Na jedné stran¢ je tento piistup nebezpecny v tom smyslu, Ze linedrni funkce bude
prili§ hrubym zobrazenim skutecnosti, ale na druhé strané¢ linearizace zjednoduSuje interpretaci
vysledki a zpracovani dat.

Stochastické modely (a samoziejmé nejen ty) je mozné dale tfidit podle fady jinych hledisek.
Naptiklad podle zavislosti na ¢ase rozliSujeme modely statické a dynamické, podle veli¢in v modelu
na spojité a nespojité (diskrétni), atd.

1.5. Pristupy k modelovani

Podle K. Pearsona (1938) jednota urcité védni discipliny spociva v samotnych metodach této
discipliny a nikoli v oblasti, kde jsou tyto metody pouzivany. Znamena to, ze i kdyz je tieba
respektovat specifika riznych védnich obort, tak nékteré typy usudkd pouzivané v jedné oblasti
zkoumani svou podstatou nejsou zasadné odlisné od podobné utvorenych usudkd v jinych oblastech.

Aristoteles uvadi tfi typy védeckych usudki, deduktivni, induktivni a retroduktivni. Pfi deduktivni
uvaze se postupuje od obecného k zvlastnimu a dedukei se rozumi typ usudkd nebo metoda
zkoumdni, pfi niz podle urcitych pravidel zavéry jednoznacné vyplyvaji z predpokladi. Typickym
ptikladem je matematicky dikaz nebo usudek o realité pfi znalosti modelu této reality, pficemz
pravdivost vychozich tvrzeni uruje i pfesnost ¢i pravdivost vysledkd. V tomto smyslu paradoxné
teorie matematické (fika se téz induktivni) statistiky vyplyva zptevazné deduktivnich uvah,
zatimco uvahy o cilové populaci na zakladé ziskanych vybérovych udaji Ize oznacit za induktivni
ulohu. Pfi induktivni Gvaze se postupuje ve srovnani s deduktivni tlohou obracené, tedy od
konkrétniho k obecnému, od reality k modelu anebo od vybérovych dat ke skutenym nebo
hypotetickym populacim. Pro statickou indukci je charakteristické, Ze obecny zavér se vyvozuje na
zaklad¢ konkrétnich pozorovani.

Zakladnim predpokladem veédeckého pokroku je neustdlé hromadéni poznatkii ziskanych ze
zkusenosti. Podle cile ulohy je znalost ziskand timto zpisobem bohuzel casto jen popisem
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napozorovanych skute¢nosti, jindy navic odbornym ¢i datové orientovanym vysvétlenim ruznych
okolnosti a zvlastnosti a jen n€kdy se vyzkumnik ¢i zadavatel ulohy snazi oviddnout realitu poznanim
a vyuzitim vztaht, zavislosti a souvislosti k prediktivnim ¢i zobeciiujicim tivaham.

Nejspornéjsi je retroduktivni forma dsudku, pti které na zakladé zkuSenosti pouze vyvozujeme
moznost vyskytu urcitého jevu nebo piedpokladame pribéh uréitého procesu a hledame teoretické
zdivodnéni nepozorovatelnych skuteCnosti. Tato oblast v souvislosti i s vyuzivanim subjektivné
pojimanych pravdépodobnosti byva nékdy v odsuzujicim vyznamu oznaovana az za metastatistiku.
Uvahy tohoto typu jsou viak nesporné potiebné a statistika v této oblasti zaznamenala nejen zasadni
teoreticky rozvoj, ale i mnoho uzitecnych vyuziti.

Pti konstrukci matematickych modeld se setkdvame s riznymi ptistupy. Pristup vychazejici z vécnych
znalosti problematiky je velmi blizky deduktivni tivaze, pfi které predpokladame Ze odpovidajici
modely jsou urCitelné na zakladé obecnych principti dan¢ ulohy ¢i pfislusného védniho oboru.
V posledni dobé se pii modelovani stile Castéji doporucuje kyberneticky pristup, pti kterém je
modelovany systém pojiman jako znama ¢i zcela fiktivni sk#irika transformujici urcité vstupy (pficiny)
na vystupy (dasledky). V publikaci Statistical Science 3/2001 byla popsana zajimava debata o ¢lenéni
statistikti podle postoje k potfebé znalosti mechanismu této skiinky.

Nejednoznacnost takové transformace je zpluisobena neuvazovanymi veliCinami a predpokladem o
nahodnych slozkach (poruchach) umoziujicim vyuzit pravdépodobnostni principy. Pokud teorie
zkoumaného useku reality neni dostateCné propracovand a existuji pouze hypotézy o chovani
jednotlivych veli¢in, pouziva se empiricky pfistup, ktery ma zna¢né subjektivni charakter a zavisi na
odbornych znalostech i na intuici zpracovatele. Pii empirickém modelovani maji vytvoiené modely
Casto vztah pouze ke konkrétnimu souboru pozorovani a zobecnéni mimo obor hodnot vyskytujicich
se v souboru je problematické.

Y| shrnuti pojmi kapitoly 1.

Pojem model je velmi obecny a mnohoznaény. Pfes mnohozna¢nost pojmu model jej mizeme
charakterizovat jako zjednodusSenou formu zobrazeni zkoumaného useku reality. Model je sestaven
podle urcitych pravidel, ktera dovoluji napodobovat chovani a vlastnosti zobrazované reality. Model je
nejen prosttedkem ziskdvani poznatkt, ale pomoci modelu je také mozno rozvinout teorii urcité
oblasti. Konstrukce modelu a pravidla této konstrukce jsou vétSinou vazana na feSeni konkrétnich tiloh
teoretického i praktického razu. Cinnost zaméfenou ke konstrukci modelu nazveme modelovanim.
Modelovani je tvurci lidska ¢innost spocivajici v idealizaci a zjednoduSeni déji redlného svéta.

Matematickym modelem se vétSinou rozumi néjaka formalizovana teorie, nékdy i jeji matematické
zobrazeni, ale Casto se jim také oznacuje jakykoli kvantifikovany popis nekterych stranek skutecnosti.
Matematicky model musi objektivnim zplsobem zndzorfiovat jevy a procesy realného svéta.
Matematicky model vyjadiuje zakonitosti jevll a procesd, a to jak v oblasti védeckého poznavani, tak
Vv oblasti prakticke lidské ¢innosti. Matematicky model lze zjednodusen¢ definovat jako urcitou formu
zobrazeni nekterych aspektli jevli a procest redlného svéta matematickymi prostfedky. Takovym
prostfedkem miize byt tfeba soustava rovnic obsahujici proménné (veli¢iny) a konstanty (parametry).

Matematické modely lze tfidit z riznych hledisek. Za hlavni l1ze povazovat odliSeni deterministickych
modell od stochastickych modeld. Deterministické modely maji povahu zakonitosti, jez pti dodrzeni
urcitych predpokladi a podminek vzdy plati, neboli vyhovuji kazdé konkrétni empirické situaci. Na
rozdil od deterministického modelu vyhovuje stochasticky model konkrétnim situacim jen pfiblizné a
s uritou pravdépodobnosti. Stochastické modely byvaji téZ oznacovany jako pravdépodobnostni. Pro
né je charakteristické, ze dovoluji pomérné pfesnou matematickou manipulaci se vztahy mezi




1. Modely a modelovani

veli¢inami, i kdyZ ve skute¢nosti plati tyto vztahy pouze pfiblizné. Je pro né charakteristicka nejistota,
kterou pocitujeme i kolem samotné matematické formy modelu. Zjednodusené lze pfijmout definici
stochastického modelu jako rovnice nebo soustavy rovnic obsahujici ndhodné veli¢iny, nendhodné
veli¢iny (fixni, pevné) a parametry (konstanty). Nejjednodussi stochastické modely jsou linearni. Pro
realné slozitéjsi nelinearni modely se pouziva linearizujici zjednoduseni.

Pti konstrukci matematickych modeld se setkdvame s riznymi piistupy. Piistup vychazejici z vécnych
znalosti problematiky je velmi blizky deduktivni uvaze, pii které predpokladame Ze odpovidajici
modely jsou urcitelné na zékladé obecnych principt dané ulohy ¢i pfislusného védniho oboru. Pii
induktivni uvaze se postupuje ve srovnani s deduktivni ulohou obracené, tedy od konkrétniho
k obecnému, od reality k modelu anebo od vybérovych dat ke skuteénym nebo hypotetickym
populacim. Pro statickou indukci je charakteristické, Ze obecny zavér se vyvozuje na zéklade
konkrétnich pozorovani. V posledni dobé se pii modelovani stale Castéji doporucuje kyberneticky
pristup, pti kterém je modelovany systém pojiman jako znama ¢i zcela fiktivni skiinka transformujici
urcité vstupy (pficiny) na vystupy (disledky).

) | Otazky 1.

1. Charakterizujte pojmy model a modelovani.
2. Cim se odlisuje stochasticky model od deterministického ?

3. Na ¢em jsou zalozeny logické procedury?

10




2. Vybrané pravdépodobnostni modely

2. VYBRANE PRAVDEPODOBNOSTNI MODELY

@ Cas ke studiu: 1 hodina

Cil:  Po prostudovani této kapitoly budete umét popsat a pouzit pro popis technickych
procesu:

e FErlangovo rozdeleni
e Weibullovo rozdéleni
e Logaritmicko — normalni rozdéleni

e Vicerozmérné normalni rozdéleni

Vyklad

2.1. Erlangovo rozdéleni

Urcitym zobecnénim exponencidlni ndhodné veli¢iny (doba do (prvni) poruchy) je ndhodna veli¢ina
s Erlangovym rozdé€lenim, ktera popisuje dobu do vyskytu k-té udalosti v Poissonové procesu.

Erlangovo rozdéleni je specidlnim typem tzv. Gamma rozdéleni pro k z mnoZiny celych cisel.
(Tento vztah je vhodné znat, chceme-li k nalezeni distribu¢ni funkce, popt. hustoty pravdépodobnosti
pouzit statisticky software — n€které statistické pakety maji implementovano pouze Gamma rozdé¢leni
a hodnoty Erlangova rozd¢€leni pak ziskame dosazenim piislusnych parametrt).

Erlangovo rozdéleni ma dva parametry: K — pocet udalosti (parametr tvaru, shape, o — v Gamma

rozdé¢leni), k nimz ma dojit a rychlost vyskytu téchto udalosti A (parametr méfitka, scale, p v Gamma
rozd¢leni).

Ma-li ndhodna velic¢ina X Erlangovo rozdéleni, znac¢ime to takto:

X, — Erlang (k,A)

Xk = doba do vyskytu k.udalosti (na obr. k = 4)

Xk mé Erlangovo rozdéleni

11




2. Vybrané pravdépodobnostni modely

Néahodnou veli¢inu s Erlangovym rozdélenim si muZeme piedstavit jako soucet K nezavislych
exponencidlnich ndhodnych veli¢in (doba do vyskytu k-t¢ udélosti je souctem dob mezi O-tou a 1.
udalosti, 1. a 2. udalosti, ..., (k-1). a k. udalosti).

Pro Erlangovo rozdéleni s parametry k a A plati tyto vztahy:

Hustota pravdépodobnosti:

fWy=2-e” A
(k

Distribuéni funkce:

k-1 lt J
Fl)=1-e .y )
j=0 J'
Intenzita poruch:
A
A = k-1 1
(k=Y _
o (k—1- ()’
v , k
Stredni hodnota: EX , = ;
k
Rozptyl: DX =—
A

Graf intenzity poruch Erlangova rozdéleni proL=1; k=3;5;7

Erlangovo rozdéleni

k=3
0,8 - k=5
0,6 - k=7
Mt)
0,4 -
0,2 -
0 T T T 1
0 5 10 15 20

t

Intenzita poruch A(t) je v ptfipadé Erlangova rozd€leni rostouci funkce a proto je toto rozdéleni
vhodné pro modelovani procest starnuti.

12




2. Vybrané pravdépodobnostni modely

Pruvodce studiem

Nasledujici pasdz je ur¢ena pro zajemce o matematické pozadi pouzivanych vztaha.
e Odvozeni distribu¢ni funkce Erlangova rozdéleni

M¢jme:

Xk ... doba do vyskytu k-té udalosti v Poissonové procesu, X , — Erlang (k; 1)
N; ... pocet vyskytu udalosti v ¢asovém intervalu (0;t), N, — Po (A1)

Plati, ze v casovém intervalu (0;t) nastane alespon k udalosti, praveé kdyz doba do vyskytu
k-té udalosti je mensi nez t.

(Nt >k)e (X, <1)

Z této ekvivalence lze odvodit distribucni funkci Erlangova rozdé€leni.

F(t)=P(X, <t)=P(N, 2k)=1- P(N, <k)=1—z_[e“ ) ]=1—e“ Z@

Jj=0

e  Odvozeni hustoty pravdépodobnosti

Hustotu pravdépodobnosti ziskdme derivaci distribucni funkce:

fo = ED g SOy ST A
dt j=0 ]' j=0 .]'
=] ﬂ, . e_ll S (ﬂt)j - /1 e_/“ . g (At)]71 =
j=0 j' j=1 (] - 1)’

13




2. Vybrané pravdépodobnostni modely

e Odvozeni intenzity poruch

—At (ﬂ’t)]ﬁl
A-e ™ - : a 7
ath 1 fg) - k—l(k - 1/) - k-1 J - k-1 Jokel
- F (1) o (At) (k -1) (/1:,)1 k -1) (42)
im0 J! Jj=0 (ﬂt) J! j=0 J!
B A B A
(k - 1)!-%“1 1 (k — 1)!-%l 1
im0 (a0)7 1 = (20)” - (k= 1= j)

e Odvozeni stiedni hodnoty a rozptylu
M¢jme:

Xk ... doba do vyskytu k-té udalosti v Poissonové procesu, X , — Erlang (k; 1)
X ... doba do vyskytu udalosti v Poissonové procesu, X — E(A4)

Je zifejmé, ze Erlangova ndhodnd veliina (s parametry k; A) je souctem
k exponencialnich veli¢in (s parametrem A):

k
X, => X,
i=1

Z vlastnosti stfedni hodnoty vime, Ze stfedni hodnota souctu ndhodnych veli¢in je
rovna souctu jejich stfednich hodnot:

¥ 1 1 1 k
EX, =Y EX, =—+—+..+—=—
i1 A A A A

Jednotlivé exponencialni ndhodné veli€iny jsou nezavislé a proto taktéz rozptyl
souctu ndhodnych veli€in je roven souctu jejich rozptyll:

Na nésledujicim obrazku jsou p¥iklady hustoty Gamma rozdéleni pro A = 1 a riizné hodnoty k.
Poznamenejme, Ze s rostoucim K roste rozptyl tohoto rozdéleni a koeficient Sikmosti se ptiblizuje nule

(rozdéleni je vice symetrické).

14




2. Vybrané pravdépodobnostni modely

Erlangovo rozdileni

0,3 F ' ' ' ' 5§  Shape,Scale
— 3,1
0,25 - 1T —51
0,2+ | 7.1
= 0,15 1 |
Y
0.1 _
0,05 + _
O L 1 1 T T I 1=
0 4 8 12 16 20 24
t

2.2. Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni je velmi flexibilni (diky parametru B) a proto se jim zejména v teorii
spolehlivosti popisuji spojité nahodné veli¢iny definované jako doba do poruchy (doba
bezporuchovosti). Pouziva se zejména pii popisu komponent, které jsou vV obdobi rannych poruch
nebo v obdobi starnuti (tj. tam kde se projevuje mechanické opotiebeni nebo tinava materialu).

Weibullovo rozdéleni ma dva parametry: @ — parametr métitka (scale, ® > 0, zavisi na materialu,
namahani a podminkéach uzivani) a p — parametr tvaru (shape, p > 0, na jeho hodnoté zavisi tvar
intenzity poruch a tim 1 vhodnost pouziti pro uré¢ité obdobi doby zivota).

Ma-li nahodna veli¢ina X Weibullovo rozdé€leni, zna¢ime to takto:

X - W (O,8)
Distribuéni funkce:

(y
F(t)=1—e“')]; t>0;0>0;8>0
Hustota pravdépodobnosti:
(e
t
f(t):ﬁ[—j e \° t>0;,0>0,8>0
®\06
Intenzita poruch:
g ()"
ﬂ(t):—.[—j ; t>0;,0>0;>0
0106

Ze vztahu pro intenzitu poruch Weibullova rozdéleni je zfejmé, Ze:
1

A(t) = konst .-t"~

a proto tvar intenzity poruch zavisi na volbé parametru f3.

15




2. Vybrané pravdépodobnostni modely

Nékteré priklady intenzity poruch Weibullova rozdéleni (0=1):

ORI
8 -
6 -
4 -
, | e B=1,5
;—f p=1,0
0 ' ' ' ' p=0,5
0 1 2 3 4
t

Vsimnéme si, Ze pro =1, prejde Weibullovo rozdéleni v rozdé€leni exponencidlni (konstantni intenzita

1
poruch) s parametrem A = 5'

B=1 = WwW(O;1)> E[é—J

Z vyse uvedeného grafu je rovnéz ziejmé pouziti Weibullova rozdé€leni v zavislosti na parametru f3:

0<p<l1 obdobi détskych nemoci Mt) ... klesajici funkce
L£=1 obdobi stabilniho Zivota 1 o
A(t) = konst . = ° = A (exp. rozdéleni)
1< pB<2 obdobi starnuti A1) ... konkavni, rostouci funkce
L=2 obdobi starnuti A1) ... linearné rostouci funkce
£>2 obdobi starnuti A(t) ... konvexni, rostouci funkce

@ CD-ROM

Na ptilozeném CD-ROMu si mizete prohlédnout animace zobrazujici vliv
parametru tvaru Weibullova rozdéleni na charakteristiky tohoto rozdéleni.

2.3. Logaritmicko-normalni rozdéleni

Jestlize ma nahodna veli¢ina Y, Y = In X, normalni rozd&leni s parametry p a 6°, pak nidhodna veli¢ina
X ma logaritmicko-normalni rozdé€leni se stejnymi parametry, coz zapisujeme:

X — LN (u;0?)

Z definice je zfejmé, Ze nahodna veli¢ina s logaritmicko-normalnim rozdélenim mize nabyvat pouze
kladnych hodnot (defini¢ni obor In x). Proto nachazi uplatnéni pfi popisu nahodnych veli¢in

16




2. Vybrané pravdépodobnostni modely

nabyvajicich pouze kladnych hodnot a to zejména v pripadech, kdy hustota pravdépodobnosti je
asymetrickda (Sikmost neni nulova) sjednim vrcholem. Zna¢ny vyznam tohoto rozdéleni tedy
nachazime v teorii spolehlivosti (rizné parametry soucastek nabyvaji pouze kladnych hodnot —
zivotnost, rozméry, taznost, ...) a v ekonomii pii popisu piijmi (piijmova rozdéleni).

Hustota pravdépodobnosti:

1 (i x -2/4)2

20

- .e ;
f(X)= XU\/E

0 pro x <0

pro x >0

Distribuéni funkce:

Distribu¢ni funkci log.-normalniho rozdé€leni nalezneme prostiednictvim distribu¢ni funkce
normovaného normalniho rozdéleni.

In x -
d)(—#j; pro x >0

F(x) = o
0 pro x <0
Stfedni hodnota: EX = eﬂ+7
2,u+o‘2 2
Rozptyl: DX =e (e —1)

100p%o-ni kvantil: X =¢€ ",
kde z, je 100p%-ni kvantil normovaného normalniho rozdéleni

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce:
X ... ptijem zaméstnanc jisté firmy

X — LN (12.000;4.000 *)

(X 0,00001)

12 ! 1 1
10 % 08
- 8 —~ 06"
X 6 x [
= L o4/
2 [
0,2

2 il 1

0‘ ‘ ocC 1

0 1 2 3 4

0 1 2 s 4 (X 10000)

X (X 10000)

Pii praktickém pouzivani tohoto rozdéleni postupujeme tak, ze nahodnou veli¢inu X nejdiive
pfevedeme na Y = In X a potom jiZ postupujeme stejné€ jako u normalniho rozdéleni.

17




2. Vybrané pravdépodobnostni modely

Privodce studiem
A opét zde mame pasaz pro zajemce:

e  Odvozeni distribu¢ni funkce logaritmicko-normalniho rozdéleni:

Necht’:
Y=IhX

X > LN (gi6?) < Y > N(u;o?)

Fx(X) (resp. Fy(y)) je distribuéni funkce nahodné veli¢iny X (resp. Y)

vx>0: F,(x)=P(X <x)=Ple" <x)=P(Y <l x)=F,(n x)=<1>(—ln X_'u]
o

vx<0: F,(x)=0

e  Odvozeni hustoty pravdépodobnosti logaritmicko-normalniho rozdéleni:

fx (x) ... hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X

In x — nx-u)’
dF dq)( ﬂ) | 1 1 [I “#]
X nx-— =
vx>0: f.(x)= () _ g =(p( ﬂ]. — e 2 4
dx dx o X-0 XoA2rx
(In x=p)?
— l .e7 20'2

e Odvozeni vztahu pro vypocet 100p%-niho kvantilu:

P(X<xp) =p

F(x,) =p

| —

(D[nxp—,uJ:p
O

Inx —u

ol r (ol,)= )
O

In x, =0-1,+u

18




2. Vybrané pravdépodobnostni modely

Reseny priklad
Necht’ X je nahodna veli¢ina s logaritmicko-normalnim rozdélenim s parametry: p=2;

6°=9. Ur&ete:

a) pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X je z intervalu (0;30)
b) median daného rozdéleni
C) stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veliiny X

X — LN (2;9)

ada) Pravdeépodobnost, Ze ndhodna velicina X je z intervalu (0,;30), miizeme urcovat
rovnez jako pravdepodobnost, ze nahodna velicina X je mensi nez 30, nebot log.-
normalni nahodna velicina mize nabyvat pouze kladnych hodnot.

Pripomenme si postup pri urcovani distribucni funkce log.-normalni nahodné
veliciny:

In x -
d)(—x ﬂ); pro x >0

F(x) = 7

0 pro x <0

A nyni jiz prejdéme k urceni hledané pravdepodobnosti:

—-0=(0,47 )= 0,681

P(°<X<30)=F(30)—F(0):¢[h130_‘2}

5

nebo

= (0,47 )= 0,681

M=P(){ <30):F(30):®[W]

N

adb) Pro urceni medidnu mizeme pouzit vztah pro 100p%-ni kvantil, ktery byl odvozen
Vv Pruvodci studiem:

N
=1
I
(e}
U
=

24490 2
=e =e =27,4

0,5

adc)  Stredni hodnotu a rozptyl urcime na zakladé vyse uvedenych vztahi:

o 9 13
HA— 2+—

EX =¢ 2 = EX=e >=¢? =665,

DX =™ (7 —1) = DX =e”(’ —1)=3,6-10°
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2. Vybrané pravdépodobnostni modely

2.4. Vicerozmérné normalni rozdéleni

Uvazujme ndhodny vektor X. ({ = (x XX, )T ) Vektor X ma n-rozmérné normalni rozdéleni
pravdépodobnosti s parametry p a Y, jestlize jeho hustota pravdépodobnosti je:

1 feopf 5 ()
f(x],xz,...,xn):W-e 2 o “
(27) |2|
—© < X; <o, j=1,...,n,
kde w=u,u )" je vektor n realnych &isel
(611 0-12 O-ln
=] : : : | je kovarian¢ni matice (aij = cov (X o X J))
Lo-nl O'nz GnnJ

(symetricka pozitivné definitni matice typu (n;n))

|Z| je determinant kovarian¢ni matice % , |2| # 0

> ! je inverzni matici k matici =
(protoze matice ¥ je pozitivné definitni, je |2| > 0 a inverzni matice ¥ ' existuje)

Ma-li nadhodna veli¢ina n-rozmérné normalni rozdéleni pravdépodobnosti s parametry p a Y, zna¢ime
to takto:
X - N, (u,%)

0 Dvourozmérné normalni rozdéleni

Specialnim pfipadem n-rozmérného normalniho rozdéleni je dvourozmérné normalni rozdé¢leni.
Kovarian¢ni matice ¥ ma v tomto ptipadé tvar:

2
o po O
Z — 1 12 2
pO-J.GZ 02
Vsimnéte si, ze podminka nenulového determinantu kovarianéni matice (|2| # 0) je splnéna pro

|p|<1.

Hustota pravd&podobnosti nahodného vektoru X (X=(X1,X,)" sdvourozmérnym normélnim
rozdélenim je dana vztahem:

1 T{leﬂl] 72;{)(1*/’1}{)(2*!’2 }r[ X2 —H ]2—{
1 e Z(l—pz)t oy oy o, o, J

270 0 ,41-p

f(Xl*Xz):

20




2. Vybrané pravdépodobnostni modely

Véta:
Necht f(x1, X2) je hustota ndhodného vektoru X=(X13,X2)" s dvourozmémym normalnim
rozdélenim N, (x,%), kde p = (u1, o) je vektor sttednich hodnot a ¥ je kovarianéni matice

nahodného vektoru X. Pak nahodné veli¢iny X; a X; maji normalni rozdéleni N (yl,af) a

N (u,,o?). Hustoty fy,, fx, nezavisi na korela¢nim koeficientu p .

«% Pruvodce studiem

Pro z4jemce o hlubsi pochopeni studované latky uvadime dikaz predchézejici véty:

Hustota pravdépodobnosti nahodného vektoru X (X=(X3,X;)" s dvourozmérnym
normalnim rozdélenim je dana vztahem:

[ 2
L (P, [ Kt | XemH | [ XetHa | |
1 -p? [ @ ] ﬂ[ @i ][ o2 ] %2 J
(05 )= e 2(t-p%)| (
20 ,0,4/1-p

Marginalni hustoty nalezneme takto:
fo(x) = [ fxx,)de, =

- 27
- _ ! TR i B W o Y N W o N B
1 Z(I—PZ) [ o ) 2%7[ oy ][ o) ] [ @3 } J

=J. -e - dx, =

s e R 0 Lo

dx

2

. . . X, —
Zavedeme si substituci: y = {2—”2]
0-2

1
Pak: dy = —adx,
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Sy (x) = l '}J o AUk E - dy =
x, \1 /) = ” 2 -
2m0 o, 1-p° &
I < i (]
2(1- o o
_ J'e & L de _
2
2m0 A[l=-p~ &
1 - - ( 1 )!r[)ﬁ‘/—fl ]z_zp[xl_lﬁjv+}yz+pz_[«"|_ﬂ1]z_pz{xl_/—ﬁ ]2
2(1-p? (e o ) o (e
_ : Ie ) de -
2
2m0 Al-p°
[ 2 27
o ! ‘pz‘[xliﬂ'J —ZP[XFM]y+yz+(lfp2){7x'iﬂ'J |
1 1 1 de —

1 S
) 2m5 A1-p° _[ce

) )
2 o 2 1*/02 3}
=——¢ Ie -dy =

2720 \1-p° i
, .. X, — M,
Nyni zavedeme substituci: Z=y-p
Gl
dz = dy

Pak:

,1,["1’%‘1]2 ® ! (V, | BTA
L’ p[ o )

1 2
fr, (1) = ————"¢
! 2
2m0 A[1=p —

L[%] jlie o) dz

1 2
I S
210 \1-p° S

A nakonec zavedeme jeste jednu substituci:
1-p

Pak:
1-p
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2. Vybrané pravdépodobnostni modely

fo(x)= e b0t g =
20 | 1—p
Al =\ 1 x-p )
! 2 Lf] t 1 AR e

_2720'1 o e _[O\/l—p g 2 ~dt_2m1-e :[Oe 2 . dt
1 xg-p ) 1 x—py )
RN b B T

— Ver -

o 2). Obdobng

nahodné veli¢iny X, odpovida normalnimu

Vidime, Ze jde o hustotu ndhodné veliiny s normalnim rozdélenim N (,ul,

bychom ukazali, Zze marginalni hustota f,

rozdéleni N (yz o) )

Je-li p =0, pak:

a nahodné veliciny X, X, jsou tedy nezavislé.

ReSeny priklad

Necht’ nahodny vektor X=(X1,X,)" mé dvourozmérné normalni rozdéleni s parametry:
py=2,1,=(-1),0; =4,0, =16, p = (-

a) Pl< X, <4)

b) P(3< X, <6)

0,8). Stanovte pravdépodobnosti:

i) a

Jiz vyse jsme si ukazali, Ze nahodné veliciny X1 a X, maji normalni rozdéleni N (,ul e

N(y.07).

X, = N(2;4) X, —» N(-1,16)

ada)
P(L< X, <4)=F(4)-F(1)= ( W (1 ZW:Q

N—J \ V4 )
=0,841 - (1-0,691) = 0,532

-05)=®(1)-(1-®(0,5
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2. Vybrané pravdépodobnostni modely

adb)
6--1) 3-(-1)

(-1) 3-(-1)) o )
N J—CD( NTS ]-@(1,75) ®(1)= 0,960 - 0,8

P(3< X, <6)=F(6)-F(3)= CD[

‘7 Otazky 2.

o &~ 0w bdE

Popiste ndhodnou veli¢inu majici Erlangovo rozdéleni

Popiste nahodnou veli¢inu majici Weibulovo rozdéleni

V ¢em spociva flexibilita Weibullova rozdéleni? (uziti pro riizna obdobi intenzity poruch)
Popiste ndhodnou veli¢inu majici Logaritmicko — normalni rozde€leni

Popiste nahodny vektor majici Vicerozmérné normalni rozdéleni
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3. Funkce nahodné veli¢iny

3. FUNKCE NAHODNE VELICINY

@ Cas ke studiu: 0,75 hodiny

Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e transformovat nahodnou veli¢inu X na nahodnou veli¢inu Y, je —li mezi témito
nahodnymi veli¢inami vzajemné jednoznacny vztah

Vyklad

3.1. Funkce niahodné veli¢iny

V mnoha ptipadech, kdy zndme rozdéleni nahodné veliCiny X, potfebujeme urcit rozdéleni ndhodné
veli¢iny Y, ktera je funkei X, tzn. Y = h(X).

Je-li funkce h(x) v oboru moznych hodnot veli¢iny X monoténni, pak existuje inverzni
funkce h ~'(y) , a jde 0 vzajemné jednoznaény vztah mezi X a Y.

Je-li v takovém ptipadé h(x) restouci, pak pro vSechna X, > X; je ¥, > Yy, a distribuéni funkei veli¢iny
Y lze psat jako:

G(y) =P(Y <y)=P[X<h (y)] =F[h "'(y)]
Pro Klesajici funkci h(X), tzn. pro v§echna X, > X; plati y; > Y,, je distribu¢ni funkce:
G(y) =P(Y <y)=P[X>h"'(y)]=1-F[h " ()]

Pro diskrétni nahodnou veli¢inu X je pravdépodobnostni funkce dana jako:

Py (yi): Px (hil(yi))

Je-li X spojitda nahodna veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti f(x), piicemz h™(y) ma pro viechna y
spojitou derivaci, pak pro rostouci funkci h(x) dostaneme hustotu pravdépodobnosti g(y) veli¢iny Y
jako:

dG . dh . dx
a(y)= D _ ) T ) X
dy dy dy
Podobné pro klesajici funkci h(x) dostaneme:
dG . dh ! . dx
o(y)= B _ ) D s ) S
dy dy d
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3. Funkce nahodné veli¢iny

. [ dx .
Vzhledem k tomu, Ze v piipadé rostouci funkce h(X) je [d— > OJ , zatimco v ptipadé klesajici funkce
Yy

. (d .
je (d_x < OJ , 1ze oba piedchozi vztahy spojit do jednoho:
Yy

-1

. d
- t(h(y)) d—x

dG
): (y):f(

g(y
( &

. dh
h (y))-‘ ;

Neni-li h(X) monotonni funkei, pak mezi X a Y neexistuje vzajemné jednoznacny vztah a
tedy ani inverzni funkce k h(x). Distribuéni funkce G(y) = P(Y <Yy) je v takovém ptipadé dana
pravdépodobnosti, ze ndhodna veli¢ina nabude hodnoty z kteréhokoliv intervalu, pro ktery Y

<y.

Pak plati:

Pro diskrétni néhodnou veli¢inu X: G(y)= > »p,
ith(x; )<y

Pro spojitou nahodnou veli¢inu X: G(y)= I f (x)dx
h(x)<y

Pro piipad diskrétni nahodné velic¢iny X je pravdépodobnostni funkce p, veli¢iny Y dana vztahem:

pe(y)= > pe(x)

ith(x; )=y

Necht’ existuje kone¢ny pocet x, takovych, ze h(x,)=y. Necht pro kazdé x; existuje derivace

dh . .
— # 0. Pak existuje hustota pravdépodobnosti g(y) nédhodné veli¢iny Y:

dx
-1
dh
g (y) = f (Xi ) "
i:h(zxi:):y dX X=X
:o: ReSeny priklad

ewe r W r W r - ﬂ ﬂ r W r r
Necht’ veli¢ina X ma rovhomérné rozdéleni v intervalu <— —;—> . Jaké rozdéleni ma

veli¢ina y = tg x ?
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3. Funkce nahodné veli¢iny

Hustota pravdépodobnosti rovhomérného rozdéleni: f(x)=———=—

h(x)=y=tgx = h7'(y)=x=arctg y

|arctgy||
ay| | oday | ey

dx
dy

1

T

Uvedené rozdéleni se nazyva Cauchyho. Je prikladem rozdéleni, které nema konecny
rozptyl:

_°°2' :wz.— :L*y+1—1 _
—Ly g(y)dy jwy ) ”jw )
1l T 1 9
I LA v L e e
Reseny piiklad

Necht’ veli¢ina X ma normalni rozdéleni N(0;1). Jaké rozdéleni ma veli¢ina y = x*?

Pro nezaporna y existuje inverzni funkce h™*(y) : x = J_r\/; .

dx 1
X—J_r\/; = y_2\/;

Pak hustota pravdépodobnosti nezaporné nahodné veliciny Y je:

y=0
o= 1l fy) 1= (15)+ ) Z_y(ﬁ—ﬁ— %
L

Jde o hustotu rozdéleni y* s jednim stupném volnosti.
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3. Funkce nahodné veli¢iny

3.2. Priblizné stanoveni charakteristik funkce nahodné velic¢iny

V praxi je n€kdy k dispozici pouze jedind zméfend hodnota veli¢iny X (odhad jeji stfedni hodnoty) a
smérodatnd odchylka méfeni o, (dana napiiklad udanou chybou méficiho piistroje). Pokud je

variacni koeficient mnohem mensi nez jedna (G—X <<< 1] , 1ze pfiblizn¢ odhadnout charakteristiky
y7,

veli¢iny y = h(x) .

Ptedpokladejme, ze ndhodna velicina X je spojita.

Sti‘edni hodnotu nahodné veli¢iny Y odhadneme na zakladé vztahu:

h"(EX )

£ = [h(x)T (x)x = J{h(EX ) h(EX ) (x— EX )+ (x—EX ) +..}f(x)dx -

h"(EX )
2

= h(EX )+ -DX = h(EX )

Rozptyl DY lze pak vyjadrit pfiblizné z linearniho ¢lenu Taylorova rozvoje:

DY = [(h(x)-EY )" f (x)dx = [(h(x) - h(EX ) f(x)dx = [%j . DX

) | Otazky 3.

1. Necht Y=h(X). h(x) je monotdnni funkce. Naleznéte vztah mezi hustotou pravdépodobnosti
nahodné veli¢iny Y a hustotou pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X.

i:i‘ Ulohy k FeSeni 3.

b4

1. F je distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X, je spojitd a rostouci. Nahodna veli¢ina Y je
definovana vztahem: Y = F(X). Uréete rozdéleni nahodné wveli¢iny Y (hustotu
pravdépodobnosti).

2. Nahodna veli¢ina X m4 rovnomérné rozdéleni na intervalu <0;3>. Urcete rozdéleni ndhodné
veliCiny Y, Y=2X+1.

, I3 v I3 , ’ v I3 2 v v ’ , , cve
3. Nahodna veliéina X ma normalni rozdéleni N (y;a ) Urcete rozdéleni nahodné veliciny

Y,Y =¢e”.

4. Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti: f(x)= 4 -e . Urcete rozdéleni nahodné
veliéiny Y, Y =—-In X .
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4. Zaklady teorie spolehlivosti

4. ZAKLADY TEORIE SPOLEHLIVOSTI

4.1. Teorie spolehlivosti

@ Cas ke studiu: 10 minut

%@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

e popsat charakteristické rysy teorie spolehlivosti

e technické a matematické aspekty teorie spolehlivosti

Vyklad

a Co zkouma teorie spolehlivosti ?

Teorie spolehlivosti se zabyva technickymi a matematickymi otazkami spolehlivosti. Technicka
problematika souvisi s konstrukei, pouzitymi materidly, technologii a organizaci vyroby, diagnostikou
a strategii drzby.

Matematicka teorie spolehlivosti se soustfedi na prognézu, odhad a optimalizaci
bezporuchového provozu vyrobki. (Vyrobkem rozumime prvek, systém nebo jeho ¢ast.)

Hlavnimi néstroji jsou zde teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika. Typicky matematickou
zalezitosti je napft. stanoveni charakteristik spolehlivosti jako jsou zaruCena doba Zivota, stfedni doba
bezporuchového provozu, stiedni doba mezi poruchami, primérné naklady na Gdrzbu a opravy aj.

Matematicka statistika a teorie pravdépodobnosti nim umoznuji popis jevi, jejichz podstatu dokonale
nezname, ale jejichz zakonitosti vzniku jsou pro stanoveni spolehlivosti velmi dilezité. Jsou to napf.
fyzikalni zakonitosti a mechanizmy poruch, procesy starnuti, koroze, opotfebeni a inavy materialu,
vzajemna souvislost riznych poruch, vliv prostiedi apod. Protoze analyza téchto jevl z hlediska Cisté
fyzikalniho nebo chemického je pfili§ slozita, nezbyva nez zjistovat poruchovost vétsich celkd nebo
vétsiho poctu vyrobkll v delSim Case statisticky. To vSak vétSinou vyZzaduje sbér, pfenos a zpracovani
informaci pfimo z provozu, jako napt. soustavné a peclivé vedeni zdznamu o vSech poruchach a jejich
pric¢inach, dobé provozu, dob¢ oprav, podminkach ¢innosti a jinych vlivech u zatizeni, ktera jsou ¢asto
rozptylena na rtiznych mistech a pracuji v riiznych podminkach.

Spolehlivost jakozto obecnou vlastnost vyrobku spliovat po ur¢itou dobu a za uréitych podminek
danou funkci, je nutno posuzovat téz podle ekonomického hlediska. Aplikaci vysledku teorie
spolehlivosti 1ze téz pouzit nejen pfi ndvrhu zafizeni a jeho zplGsobu provozu na zadané urovni
spolehlivosti, kterd vyplyva zvySe zminénych ekonomickych kritérii, ale téz pii vzdjemném
porovnavani riiznych alternativ feseni, dale pro kvantitativni pfedpovédi chovani slozitych zatizeni
v dal$im provozu a k sestaveni optimalni strategie udrzby téchto zafizeni.

Priklad 4.1.1
Moderni vyrobky (systémy) sestavené z mnoha prvki jsou vysoce spolehlivé, napt. pocitac. Jestlize

chceme tuto spolehlivost déale zvySovat, pak nelze jit pouze cestou zvySovani spolehlivosti prvki.
Jestlize systém napf. sestava ze 100 000 prvki, které pracuji nezavisle na sobé a kazdy z nich se
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4. Zaklady teorie spolehlivosti

s pravdépodobnosti 0.99999 po sledovanou dobu neporoucha, potom pravdépodobnost, Ze se systém
po sledovanou dobu neporouché (tj. bezporuchovost), je (0.99999)1°%%° = 0.368. Je proto nezbytné
hledat jiné zplsoby pro zvySovani bezporuchovosti — napt. zalohovani dilezitych casti, aplikace
udrzby atd.

2 Shrnuti kapitoly 4.1.

Spolehlivost 1ze charakterizovat jako obecnou vlastnost vyrobku spliiovat po uréitou dobu a za
urcitych podminek danou funkci.

Teorie spolehlivosti je védni disciplina zodpovidajici technické a matematické otazky spolehlivosti.

Hlavni nastroje pro zodpovézeni matematickych otazek teorie spolehlivosti jsou teorie
pravdépodobnosti a matematicka statistika.

Organizace vyrobniho procesu ¢i technologie vyroby (napf. pouziti vhodnych materialit) souvisi
S technickymi otiazkami spolehlivosti.

) | Otazky 4.1.

1. Co je to spolehlivost?
2. Cim se zabyva teorie spolehlivosti?

3. Jaké jsou nastroje teorie spolehlivosti?

4.2. Zakladni pojmy

@ Cas ke studiu: 20 minut

Cil: Ppo prostudovani tohoto odstavce budete umet

e definovat zakladni pojmy teorie spolehlivosti z hlediska technického

e definovat: bezporuchovost, zivotnost, opravitelnost, pohotovost, ...

® charakterizovat poruchy a klasifikovat je

Vyklad

Nejprve vylozime zakladni pojmy teorie spolehlivosti z hlediska technického, coz nam poslouzi jako
motivace pro zavedeni pfislusnych pojml matematickych. Pojem spolehlivosti je obvykle spojovan
S pojmem vyrobku (neboli objektu). Vyrobek od okamziku, kdy je vyroben, ma svou historii: doprava,
skladovani, pfiprava na vyuziti, vlastni vyuziti, udrzba, oprava a vyfazeni. V nékterych fazich historie
vyrobku budeme pozadovat, aby byl spolehlivy.
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4. Zaklady teorie spolehlivosti

0 Spolehlivost jako obecna vlastnost

Spolehlivosti rozumime obecnou vlastnost spocivajici ve schopnosti vyrobku plnit po
stanovenou dobu pozadované funkce pii zachovani provoznich parametri danych
technickymi podminkami.

Je charakterizovdna dal$imi dil¢imi vlastnostmi, jako jsou: bezporuchovost, zivotnost, opravitelnost,
udrzovatelnost, skladovatelnost, bezpecnost a dalsi.

a Jaké jsou dilci vlastnosti spolehlivosti ?

Technickymi podminkami pfitom rozumime souhrn specifikaci technickych a provoznich vlastnosti
vyrobku spolu se zplsoby jeho provozu, Udrzby a oprav. Jinymi slovy je spolehlivost zpisobilost
vyrobku uchovat svou kvalitu v danych podminkach vyuzivani.

Bezporuchovost je zpisobilost vyrobku plnit bez poruchy pozadované funkce po stanovenou dobu a
za stanovenych podminek.

Zivotnost je zptsobilost vyrobku plnit pozadované funkce do mezniho stavu stanoveného
technickymi podminkami. Na konci obdobi Zivotnosti se u vyrobki projevi takové rysy spojené

S opotiebenim a starnutim, ze jejich odstranéni je neekonomické, nebo nemozné. Nékdy mize jiti o
tzv. ,,moralni opotiebeni®.

Opotiebeni znamena ve spolehlivosti postupné zmény znaki vyrobkd, které jsou vyvolany zatizenim
zplsobenym pouze provoznimi podminkami.

Starnuti znamena zmény vzniklé zatizenim mimo provoz.

Opravitelnost je vlastnost vyrobku spocivajici v moznosti odhaleni poruchy, zjisténi jeji pfi¢iny a
odstranéni opravou.

Udrzovatelnost je vlastnost vyrobku spocivajici ve zpusobilosti k pfedchazeni poruch predepsanou
udrzbou.

Skladovatelnost je schopnost vyrobku zachovavat nepfetrzité bezvadny (a tedy provozuschopny) stav
po dobu skladovani a ptepravy pii dodrzeni predepsanych podminek.

Bezpecnost je vlastnost vyrobku neohrozovat lidské zdravi nebo zivotni prostiedi pii plnéni
predepsané funkce po stanovenou dobu a za stanovenych podminek.

Z provozniho hlediska je dilezitd pohotovost vyrobku, tj. schopnost vyrobku v ur¢itém okamziku
vyhovovat technickym podminkam. Pohotovost (neboli téZ provozuschopnost) je komplexni vlastnost
objektu zahrnujici bezporuchovost a opravitelnost objektu v podminkach provozu.

o Co je porucha a jak poruchy klasifikujeme ?

Dulezitym a zdanlivé jednoduchym pojmem teorie spolehlivosti je pojem porucha. Porucha je
castecna nebo uplna ztrata, pfipadné zméena vlastnosti vyrobku, kterd podstatnym zplisobem snizuje
schopnost nebo zptisobuje nemoznost vyrobku plnit pozadovanou funkci. Pojem porucha je v mnoha
pripadech relativni. V praxi je proto zapotiebi pojem porucha piesné vymezit.

Zhorseni schopnosti provozu, které jesté nezplisobi poruchu, se oznacuje jako zavada.

o Kilasifikace poruch

1. Podle podminek vzniku se poruchy déli na poruchy z vnéjSich a vnitfnich pFicin.
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4. Zaklady teorie spolehlivosti

Porucha z vnéjSich pri€in je porucha zptisobena nedodrzenim stanovenych provoznich podminek a
predpist pro zatéZzovani, obsluhu a udrzbu.

Porucha z vnitfnich pri¢in je porucha zpisobena vlastni nedokonalosti vyrobku pii zachovani
stanovenych provoznich podminek a ptedpisi. Mezi poruchy z vnitinich pficin patii predev§im casné
poruchy projevujici se v poc¢ate¢nim obdobi provozu. Jejich vyskyt s rostoucim ¢asem klesa. Pii¢inou
Casnych poruch jsou nedostatky pii navrhu a vyrobé. Dale sem patii poruchy doZitim vznikajici
nasledkem opotiebeni nebo starnuti (viz dale).

2. Podle ¢asového prabéhu se poruchy déli na nahlé a postupné.

N4hla porucha je porucha projevujici se prudkou zménou jednoho nebo vice parametrii vyrobku.

Postupna porucha je porucha projevujici se jako postupnd zména parametrd vyrobku, napf.
v disledku starnuti nebo opotiebeni.

Zatimco poruchy ndhlé se obvykle predvidat nedaji, je pfedvidani postupnych poruch castou alohou
teorie spolehlivosti.

3.V néktervch situacich je ucelné dale klasifikovat poruchy na ¢aste¢né a uplné.

CasteCna porucha znamend odchyleni jednoho nebo vice parametrii od urovné stanovené
technickymi podminkami, které vSak tipln€ nebrani vyrobku plnit pozadovanou funkci.

Uplna porucha je porucha, ktera zcela zabraiuje vyrobku plnit pozadovanou funkci.

Céastecna ¢i postupnd porucha se nazyva téz degradacni porucha, nahld a Gplnd porucha se nazyva
havarijni porucha.

4, Podle souvislosti s jinymi poruchami se poruchy dé&li na nezavislé a zavislé.

Zavisla porucha vznika nasledkem poruchy jiného prvku, nezavisla nikoli.

5. Podle doby trvani se rozliSuji poruchy trvalé a poruchy docasné.

Trvalou poruchu je mozno odstranit pouze opravou nebo nahradou porouchaného prvku.
Docasné poruchy mohou samovolné vymizet nebo trvaji jen po dobu ptisobeni vnéjsiho vlivu.

Déleni poruch do tfid je Casto relativni. Nahlé poruse obvykle predchazeji skryté zmény vlastnosti
prvku, které by bylo mozno dosti podrobnym zkoumanim zjistit a poruchu oznacit jako postupnou.
Dokonala znalost vSech fyzikaln¢ chemickych déja probihajicich v materialech prvku, piesna znalost
postupu vyroby a podminek provozu by dovolila predpovédet dobu vzniku poruchy prvku. V takovém
pfipad¢ by se porucha oznacila jako nendhodna. Omezend znalost téchto Cinitelll je dlivodem pro
oznaceni poruchy prvku jako nahodné.

o Které dilci vlastnosti spolehlivosti budeme kvantitativné urcovat ?

Vsechny vyse uvedené dil¢i spolehlivostni vlastnosti 1ze charakterizovat téz kvantitativné pomoci
vhodné zvolenych spolehlivostnich ukazateli nebo charakteristik. V dal$im se budeme zabyvat pouze
kvantitativnim vyjadfenim bezporuchovosti a pohotovosti.

Bezporuchovost urcujeme piedevsim u neobnovovanych (tj. neopravitelnych) objektti a nebo tam,
kde se zajimame o ¢innost do prvni poruchy (Obecné se ovSem tento pojem zavadi i pro opravitelné
objekty).

Pohotovost (provozuschopnost) uréujeme u obnovovanych objekti. Obnovované objekty se po vzniku
poruchy opravi a provoz pokracuje. Oprava se povazuje za uc¢elnou tehdy, kdyZz primérna cena opravy
a nahradnich soucasti je mala vuci pofizovaci cené zafizeni. Provoz obnovovaného systému nebo
obnovovaného prvku Ize popsat jako posloupnost stavii bezporuchového provozu a oprav, pficemz
okamziky poruch a oprav jsou nahodné.

32



4. Zaklady teorie spolehlivosti

z Shrnuti kapitoly 4.2.

Spolehlivost je obecna vlastnost projevujici se prostiednictvim dil¢ich vlastnosti: bezporuchovost,
zivotnost, opravitelnost, udrzovatelnost, skladovatelnost, bezpecnost.

Pohotovost je komplexni vlastnost vyrobku zahrnujici bezporuchovost a opravitelnost v podminkach
provozu.

Porucha je castetna nebo uplnd ztrata, piipadné zména vlastnosti vyrobku, kterd podstatnym
zpusobem snizuje schopnost nebo zplsobuje nemoznost vyrobku plnit pozadovanou funkci. Poruchy
délime podle riznych hledisek, nejcastéji podle podminek vzniku na poruchy z vnéjsich a vnitinich
pricin.

) | Otazky 4.2.

1. V c¢em se lisi pojmy ,,bezporuchovost* a ,,pohotovost* ?
2. U jakych objektt ma smysl tyto pojmy kvantitativné urCovat ?

3. Coje porucha a jak Ize poruchy klasifikovat ?

4.3. Doba do poruchy

@ Cas ke studiu: 40 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

popsat dobu do poruchy pomoci distribu¢ni funkce a funkce bezporuchovosti
charakterizovat dobu do poruchy pomoci hazardni funkce (intenzity poruch)
vyjadrtit vztahy mezi jednotlivymi popisnymi funkcemi doby do poruchy
charakterizovat dobu do poruchy pomoci zakladnich ¢iselnych charakteristik

Vyklad

o Co je doba do poruchy a jak ji matematicky popsat ?

Neporouchany vyrobek (prvek, systém, Cast systému) za¢ne pracovat v okamziku t = 0 za urcitych
podminek, o nichz budeme zatim ptredpokladat, ze se v prib€hu Casu neméni. V okamziku t = X se
vyrobek poroucha. Doba X po kterou vyrobek pracoval bez poruchy, se nazyva doba do poruchy.

V dal§im budeme ptredpokladat, ze doba do poruchy X je nezdporna ndhodna veliina
S distribuéni funkci
F(t) = P(X<t)

Distribu¢ni funkce doby do poruchy vyjadiuje pravdépodobnost toho, Ze na intervalu (0,t) dojde
k poruse. S distribu¢ni funkci doba do poruchy je uzce spojena funkce:

R(t) = P(X>1) ,
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ktera se nazyva funkci bezporuchovosti (pravdépodobnost bezporuchového provozu), resp. funkei
spolehlivosti (zkracené spolehlivost). Tato funkce vyjadiuje pravdépodobnost toho, Ze na intervalu
(0,t) nedojde k poruse. R(t) je nerostouci funkce ¢asu, F(t) je neklesajici funkce ¢asu. Obé veliciny
jsou nezaporna bezrozmérna ¢isla nejvyse rovna jedné. Zpravidla predpokladame, Ze R(0) =1, a R(«)
=0.

Ve spolehlivosti se pomérné Casto setkavame s pojmem zarucend doba bezporuchového provozu
(100y% - ni Zivot) T,. Cetnostni interpretace je takova, Ze piiblizné¢ 100y % vyrobki bude bez
poruchy fungovat alespoil do okamziku T,.

P(x ZTV):;/ = 1-F(T )=y = F(Ty)zl—ﬂ’ = T, =X,

Je-li distribuéni funkce F(t) spojita, nazyva se odpovidajici hustota pravdépodobnosti f(t):

dF @) dR(1)
dt ot

f(t) =

téz hustota poruch.

0 Hazardni funkce a jeji alternativni vyjadieni

Nejcastéji se bezporuchovost neopravovaného vyrobku udédva hazardni funkei (nckdy
oznacovanou jako intenzita poruch), definovanou jako pomér hustoty pravdépodobnosti
poruchy a funkce bezporuchovosti:

Alt) = —— R(t)>0
(¢)

/()
R
Veli¢iny f(t) a A(z) maji rozmér [1/Cas], obvykle se udavaji v jednotkach [1/hod] nebo [1/rok]. Kazda
ze 4 zékladnich veli¢in R(t), F(t), f(t), A(z) popisuje Gpln& stejné bezporuchovost neopravovaného
objektu a z kazdé z nich je mozno odvodit tfi zbyvajici. Vzajemné prevody udava nasledujici tabulka.

R(t) F(t) f(t) Alt)
t |— f —|
R(t) R(t) 1-F(@) I—J.f(x)dx eXP|L—.[/1(x)de|
t |— ¢ _|
F(t) 1-R(t) F(t) jf(x)dx 1-expl| - J; A(x)de
dR(1) dF (1) [ ]
— . — d
f(t) o " () A(t) <a><|o|L {ﬂ(X) XJl
dR(t) | dF(¢) f()
B d(in R(t)) gt dt ’
Alt) & Ro oo |- [ £(x)dx Alt)

Tabulka: Matematické prevodni vztahy mezi zdkladnimi funkénimi ukazateli bezporuchovosti
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Dtlezitou ulohu pfti rozdéleni doby do poruchy hraji ¢iselné charakteristiky tohoto rozdéleni,
zejména vybrané momenty a kvantily (stfedni doba do poruchy, rozptyl doby do poruchy,
koeficienty Sikmosti a S$picatosti, y-procentni zivot neboli zaru¢ena doba bezporuchového
provozu atd.). Uvedeme zde n¢kolik z nich.

o Jak kvantitativné urcit zakladni Ciselné charakteristiky doby do poruchy ?

Stiredni doba provozu do poruchy, kterd je pro neobnovované objekty rovna Stiedni dobé do
poruchy (ustalena mezinarodni zkratka pochazi z angli¢tiny MTTF = Mean Time To Failure), se
definuje jako stfedni (o¢ekavand) hodnota ndhodné veliciny, tj. doby do poruchy X

EX :Itf(t)dt

Hodnota EX je integralni hodnota, ktera vyjadiuje bezporuchovost jedinym udajem. Obvykle se udava
v [hod].

Vlastnost: Necht’ nezaporna nahodna veli¢ina X ma funkci bezporuchovosti R(X) a necht’ EX* < +
kde k je ptirozené Cislo (tedy necht’ existuji koneéné obecné momenty vSech fadu). Potom :

0

ExX" = kak ]R(x)dx
0
Duikaz 1ze provést uzitim metody ,,per partes®.

Pro stfedni dobu do poruchy dostavame uzitim vztahu pro k-ty obecny moment (pro k = 1) dalezity
vztah:

©

EX = J. R(x)dx

Pro rozptyl doby do poruchy plati
DX = EX* - (EX)" = 2[ xR(x)dx - (EX)’,
0
coz dostaneme opét uzitim vztahu pro k-ty obecny moment (pro k = 2).

Gama-procentni Zivot Ty je definovan jako 100.(1— y)procentm’ kvantil rozdéleni doby do
poruchy.
F(Ty)=1-y neboli R(Ty) =7y

Cetnostni interpretace je takova, Ze piiblizné 100y % vyrobkd bude bez poruchy fungovat do
okamziku Ty .

Y| Shrnuti kapitoly 4.3.

Distribu¢ni funkce doby do poruchy vyjadiuje pravdépodobnost toho, Ze na intervalu (0, t) dojde
k poruse. Dopln¢k distribu¢ni funkce do jednicky se nazyva funkei bezporuchovosti, ktera vyjadiuje
pravdépodobnost toho, Ze na intervalu (0, t) nedojde k poruse.
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Hazardni funkce (intenzita poruch) je pomér hustoty pravdépodobnosti poruchy a funkce
bezporuchovosti.

Stiedni dobu provozu do poruchy (MTTF) Ize urcit integraci z funkce bezporuchovosti pies interval

(0, +o).

Gama-procentni Zivot Ty urCuje priblizné dobu, po kterou bude bez poruchy fungovat 100y %

vyrobki.

Rozptyl doby do poruchy lze uréit rovnéz ze znalosti funkce bezporuchovosti.

1.

«% Pruvodce studiem

Poznamky k obnovovanym (opravitelnym) vyrobkum:

Pro obnovované vyrobky je nezbytné vysetiovat kromé doby do poruchy jesté dalsi
nahodnou veli¢inu: dobu opravy (nebo dobu do ukonceni opravy), pficemz touto
veli¢inou budeme v dal$im rozumét celkovou dobu udrzby po poruse az po obnovu
vyrobku. Jako kazda nahodna veli¢ina, i doba opravy je charakterizovana zakladnimi
popisnymi funkcemi, jako jsou hustota pravdépodobnosti (hustota oprav) a distribucni
funkce. Zcela analogicky jako intenzita poruch se také zavadi intenzita oprav a
nejcastéji pouzivanou Ciselnou charakteristikou této ndhodné veliciny je jeji stfedni
(oCekavana) hodnota, ktera v teorii spolehlivosti nese oznaceni jako stiedni doba do
obnovy, zkratka MTTR (z anglického Mean Time To Repair).

Pouzivané ukazatele spolehlivosti pro obnovované vyrobky jsou dale: Funkce
okamzité pohotovosti A(t), coz je pravdépodobnost, ze vyrobek je ve stavu schopném
pInit v danych podminkach a v daném ¢asovém okamziku pozadovanou funkci, za
predpokladu, ze pozadované vnéjsi prostredky jsou zajistény. Dale je to soucdinitel
asymptotické pohotovosti A, coz je limita okamzité pohotovosti, pro ucely
modelovani, existuje-li, pro ¢as jdouci k nekonecnu. V ptipadé potieby se urCuje i

soucinitel stiedni pohotovosti A(t,,t,), coz je stfedni hodnota funkce okamzité

pohotovosti v daném ¢asovém intervalu (t; ,t5): K(tl, t,) =

JEA(t)dt .

-1
27 iy

‘7 Otazky 4.3.

1. Jaké jsou moznosti pro jednoznacny a Uplny popis ndhodné veli¢iny: doba do poruchy n¢jakého

vyrobku ?

vvvvvv

Jak je definovana hazardni funkce (intenzita poruch), poptipadé odvod'te, jak souvisi s ostatnimi

popisnymi funkcemi ndhodné veliC¢iny: doba do poruchy ?
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Q Ulohy k FeSeni 4.3.

1. Ventil vodovodniho potrubi ma zadanu funkci bezporuchovosti: R(t) = e®®", Urdete stfedni
dobu do poruchy ventilu MTTF a dale urcete rozptyl doby do poruchy ventilu DX. Déle urcete
80%-tni zivot ventilu Tggo

2. Urcete 90%-1ni Zivot Tgg pro vyrobek, jehoZ doba do poruchy se ¥idi Weibullovym rozdélenim,

s linearné rostouci intenzitou poruch (B = 2) a s parametrem A = 10 (F (t)=1- e ) :

t
3. Doba do vybiti baterie se fidi exponencialnim rozdélenim [ F(t)=1-¢ ™M™ J :

a) Jaka je stiedni doba do vybiti MTTF, vime-li, ze 4000 hodin piezije 1% téchto baterii?
b) Je-li stiedni doba do vybiti 3.150 hodin, kolik procent téchto baterii piezije 4000 hodin?

4.4. Intenzita poruch

@ Cas ke studiu: 25 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e Vysvétlit intenzitu poruch pomoci pravdépodobnosti
e demonstrovat intenzitu poruch graficky
e vysvétlit jednotlivé faze zivota vyrobku

Vyklad

a Jaka je pravdépodobnostni interpretace intenzity poruch ?

Necht't > 0, At>0, At - 0 a pocitejme podminénou pravdépodobnost jevu, Ze se prvek poroucha
(doba do poruchy je X ) v ¢asovém intervalu (t, t + At) za podminky, Zze pracoval bez poruchy do
okamziku t. Pro tuto podminénou pravdépodobnost dostaneme:

Plt<X <t+At,X 2t)_Plt <X <t+A1)
Plt< X <t+AtX >t)= = =
P(X >1t) P(X 21)

1 F(t+ At) — F(1)

= . VAV A
1- F(z) At

F(t+At)- F(t dF

oo At— 0 dostavime LT AUZF) dF
At dt
takze:
t

Plt<X<t+At]lX>1) = Lm = A(1).At

1— F(¢)
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Intenzita poruch je tedy lokalni charakteristikou spolehlivosti. Vyjadiuje piiblizné pravdépodobnost
toho, ze prvek, ktery se neporouchal do okamziku t, se poroucha v intervalu (t, t + 1).

o Jak vypada nejéastéjsi graficka interpretace intenzity poruch ?

Pokud zistaneme u piedstavy, ze nahodna veli¢ina X popisuje dobu do poruchy néjakého zatizeni,
pak typicky tvar intenzity poruch je zobrazen na nasledujicim obrazku.
Kftivka na tomto obrazku se nazyva vanova kiivka a obvykle se dé€li na tii useky (I, 11, IIT).

V prvnim tseku kiivka intenzity poruch klesa. Odpovidajici Casovy interval se nazyva obdobi
¢asnych poruch (obdobi zadb&hu, obdobi pocatecniho provozu, obdobi osvojovani nebo obdobi
détskych nemoci podle analogie s umrtnostni kiivkou ¢Eloveéka). Pri¢inou zvétSené intenzity

A(t)

t

poruch v tomto obdobi jsou poruchy v disledku vyrobnich vad, nespravné montaze, chyb pfi
navrhu nebo pii vyrobé apod.

Ve druhém tseku dochazi k béznému vyuzivani zabehnutého vyrobku, k porucham dochazi
vétSinou z vnéjSich pficin, nedochazi k opotfebeni, které¢ by zmeénilo funkéni vlastnosti vyrobku.
Intenzita poruch je vtomto obdobi pfiblizné konstantni. Pfislusny Casovy interval se nazyva
obdobi normalniho uziti, ¢i stabilniho Zivota.

Ve tietim useku procesy starnuti a opotiebeni méni funk¢ni vlastnosti vyrobku, projevuji se
nastiadané otiesy vyrobku z obdobi II (analogie s nespravnou zivotospravou ¢loveka), trhliny
materialu a intenzita poruch vzristd. PfisluSny casovy interval se nazyva obdobi poruch
v disledku starnuti a opotiebeni.

Poznamky:

1.

Prestoze uvedend intenzita poruch je typickda pro mnoho prumyslovych vyrobkii (a jakozZto krivka
umrtnosti i pro cloveka), lze ji tezko vyjadrit v elegantnim analytickéem tvaru pro vSechna tri
obdobi najednou. Pri viastni analyze spolehlivosti musime vétSinou aproximovat intenzitu poruch
Jjednoduchymi analytickymi funkcemi vzdy po jednotlivych obdobich.

U nékterych vyrobkit chybi obdobi I, tj. obdobi casnych poruch. Je tomu napr. u dobre
kontrolovanych vyrobkii zabéhnutych primo u vyrobce. Jsou také vyrobky, které , nestdarnou -
schazi obdobi I11. To jsou napr. vyrobky vyrazené diive nez zacnou starnout. Velmi casto, zejména
pri reSeni spolehlivosti sloZitych systéemit, budeme jednotlivé prvky sledovat pouze v obdobi 11, ve

kterém je intenzita poruch priblizné konstantni.
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3. Intenzitou poruch je uplné popsdino rozdéleni doby do poruchy a naopak. Mezi funkci

bezporuchovosti a intenzitou poruch plati vztah:  R(t) = exp(— I i(x)dx]
0

o Klasifikace monotonnich intenzit poruch
V praxi vysetfujeme intenzitu poruch po obdobich a tudiz se zabyvame studiem monoténnich intenzit
poruch. Proto se zavedly nésledujici pojmy:

Rozdéleni s distribu¢ni funkci F(t) nazgvame MIP rozdélenim (RIP-rozdélenim (anglicky IFR),
KIP-rozdélenim (anglicky DFR)), jestlize odpovidajici intenzita poruch je monotonni (neklesajici,
nerostouci). Taktéz ptislusné distribu¢ni funkce budeme oznacovat MIP (RIP (IFR), KIP (DFR)).

Poznimka:
MIP ... monotonni intenzita poruch

RIP ... rostouct intenzita poruch
KIP ... klesajici intenzita poruch

o Jaka je intenzita poruch systému sloZeného z n nezavislych prvka?

Véta:
Necht' se systém sklada zn nezavislych prvkd s dobami do poruchy Xi, ..., X, a
odpovidajicimi intenzitami poruch Ay(t), ..., Ay(t), a necht’ doba do poruchy systému je
t . =min (X,,..., X ). Necht Apin(t) je intenzita poruch systému. Potom:

Ain (1) = 2, () + .. + 4, (t)
Diikaz:

Necht’ Ryin(t) 0znacuje funkei bezporuchovosti systému. Ziejme:

Run (1) = [ R, (1),
i=1
kde Ri(t) jsou funkce bezporuchovosti jednotlivych prvku.

d(In R(1))
dt

Vyuzitim vztahu A(t) = - dostavame:

d(n R (t)) d(m H Ri(t)) d(l "R (t)w d(In R, (t)) Z 2,(t)

i ()= - -3

dt dt dt
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o Reprodukéni vliastnost Weibullova rozdéleni

Jak jsme se dozvedéli, flexibilita Weibullova rozdéleni umoziuje aproximovat Sirokou tidu rozdéleni
S monotonni intenzitou poruch. Takovato rozdéleni se v technické praxi vyskytuji pomérné Casto.

Weibullovo rozdéleni ma tuto reprodukéni vlatnost:

Véta:
Necht’ X, ..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné velidiny s rozdélenim W (@, g).

W

. . 250 . , . ®
Potom ndhodna veli¢ina X, = min (X,,..., X ) ma rozdéleni W L—l J :

n”

Diikaz:
Je-li Ry(t) funkce bezporuchovosti ndhodné veli¢iny X; a Rpyin(t) funkce bezporuchovosti nahodné
veli¢iny Xpin, pak plati:

Rmin (t) = H Ri(t) = Rln (t)

i=1

V nasem piipad¢ je tedy:

( i]ﬂ

I/3
F(t)=1-¢ ° t>0;,0>0, >0 = R.(t):e[e); t>0,0>0;8>0

B
= Rmin(t)=Ri”(t)=e.[®] =e ; t>0,0>0;48>0,

@
_

coz je funkce bezporuchovosti rozdéleni W L

o< | Reseny priklad
s yp

Zivotnost turbiny je déna Zivotnosti funk&né nejslabsi lopatky, protoze moderni turbiny
pracuji s vysokymi rychlostmi a porucha jedné lopatky mé obvykle za nésledek zniceni
lopatkového kola, coz je spojené s dal§imi rozsahlymi Skodami. Modelovani Zivotnosti
lopatek ma proto zna¢ny vyznam. Necht' doba do poruchy lopatky je nahodna veli¢ina
s Weibullovym rozdélenim s parametrem tvaru 1,5 a parametrem meétitka 50. Jaké rozdéleni
ma doba do poruchy turbiny (20 lopatek)?

Jestlize turbina ma 20 lopatek sdobami do poruchy X, .., X, pak
X, =min (X,,..., X, ) je doba do poruchy turbiny.

min

Do okamzZiku poruchy pracuji lopatky priblizné nezavisle na sobe, proto ma doba do poruchy
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|

0
turbiny Weibullovo rozdeleni W L—l B J .

n”

®=50; B=15 n=20 = Doba do poruchy turbiny Weibullovo rozdeéleni
W (6,8;1,5).

2 Shrnuti kapitoly 4.4.

Intenzita poruch je lokalni charakteristikou spolehlivosti, je mirou pravdépodobnosti toho, ze
vyrobek, ktery se neporouchal do okamziku t, se poroucha v okamziku bezprostfedné nasledujicim po
t. Intenzitou poruch je uplné popsano pravdépodobnostni rozdéleni doby do poruchy a naopak.

Vanova krivka je typickd zavislost intenzity poruch na ¢ase. Na ni rozliSujeme tii charakteristicka
obdobi zivota vyrobku: obdobi €asnych poruch, obdobi stabilniho Zivota a obdobi starnuti.

Rozdéleni s distribu¢ni funkci F(t) nazgvame MIP rozdélenim (RIP-rozdélenim (anglicky IFR),
KIP-rozdélenim (anglicky DFR)), jestlize odpovidajici intenzita poruch je monotonni (neklesajici,
nerostouci). Taktéz ptislusné distribu¢ni funkce budeme oznacovat MIP (RIP (IFR), KIP (DFR)).

Intenzitu poruch systému sloZeného z n nezavislych prvki ur¢ime podle nasledujici véty:

Necht’ se systém sklada z n nezavislych prvka s dobami do poruchy X, ..., X, a odpovidajicimi
intenzitami poruch A(t), ..., Ay(t), a necht doba do poruchy systému je t_, = min (X, ..., X ).
Necht’ Amin(t) je intenzita poruch systému. Potom:

Ao @)= A, () + ... + 2 (1)

Jako reprodukéni vlastnost Weibullova rozdéleni oznacujeme to, Ze jsou-li Xy, ..., X, nezavislé
stejné¢ rozdélené ndhodné veli¢iny srozdélenim W (®,4). Potom nahodna veli¢ina

®

min

X . =min (X,,..., X ) marozdéleni WL

) | Otazky 4.4.

1. Charakterizujte intenzitu poruch pomoci pravdépodobnosti. Pravdépodobnost jakého jevu
popisuje ?

Co je to vanova kiivka ? Co je to obdobi ¢asnych poruch ?
Jaky je vztah mezi intenzitou poruch a funkci bezporuchovosti ?

Jak klasifikujeme pravdépodobnostni rozdéleni na zakladé monotonni intenzity poruch?

o M 0D

Co je to reprodukéni vlastnost Weibullova rozdeleni?
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4.5. Zalohovani

@ Cas ke studiu: 15 minut

%@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

e charakterizovat podstatu zalohovani
e rozliSit rizné druhy zalohovani a jednoduse je popsat
e formulovat zakladni zadsadu pro zalohovani

Vyklad

o Jaka je podstata zalohovani a jaké druhy zalohovani rozliSujeme ?

Zalohovani je jedna ze zakladnich metod zvySovani spolehlivosti, kterd umoziuje (alespon
teoreticky) neomezené zvySovat spolehlivost systémi. Podstata zalohovani spociva v tom, ze se
k prvku (tzv. hlavnimu) pfida jeden nebo vice zaloznich prvka, které pii poruse hlavniho prvku tento
prvek nahrazuji.

Podle toho, v jakém rezimu se nachazi zalozni prvek, délime zalohovani do n&kolika skupin. Jestlize
zalozni prvek pracuje ve stejném rezimu jako prvek hlavni, mluvime o zatiZzené zaloze (,,horké
rezervé®). Jestlize zalozni prvek plni svou funkci v mirn€j$im rezimu nez prvek hlavni, mluvime o
odlehcené zaloze. Jestlize se zalozni prvek nachazi vrezimu, ve kterém se nemize porouchat,
mluvime o nezatiZené zaloze (,,studené rezervé“). Ve vétsing skuteénych zalohovanych systému se
setkame s odlehcenou zalohou.

Dulezitou soucasti zalohovanych systému je zafizeni, které v pfipadé poruchy hlavniho prvku uvede
do Cinnosti na misto hlavniho prvku prvek zéalozni. Obecné se takové zafizeni nazyva prepinad.
V jednodussich modelech zalohovani se predpoklada, ze prepinac je absolutné spolehlivy. V realnych
systémech vsak tomu tak nebyva, a proto pfi presnéjSi analyze je nutno v modelu pocitat i
S nespolehlivosti piepinaca.

a Jak Ize jednoduSe popsat dva zakladni typy zalohovani ?

Proved'me nyni srovnani dob do poruchy zilohovaného systému se zatizenymi a nezatizenymi
zalohami. Predpokladejme, Zze prepinac je absolutné spolehlivy, a Ze vSechny prvky pracuji na sobé
nezavisle. Porouchany prvek je okamzité nahrazen prvkem zaloznim. Necht’ X; je doba do poruchy
hlavniho prvku, a necht’ X, . . ., X, jsou doby do poruchy n - 1 zaloznich prvka.

Doba do poruchy zalohovaného systému se zatiZenymi zalohami je:
Xmax = Max (Xq, ..., Xy)

a doba do poruchy zilohovaného systému s nezatiZenymi zalohami je:

XO =Xy +. .+ X,
Vzhledem k tomu, e Xpax < X™, je zalohovany systém s nezatizenymi zdlohami vzdy vyhodngjsi nez
zalohovany systém se zatizenymi zalohami.
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2 Shrnuti kapitoly 4.5.

Zakladnim problémem zalohovani systémut je, zda zalohovat jednotlivé prvky systému nebo zda
zalohovat cely systém identickym zadloznim systémem. Toto jsou extrémni piipady, mezi kterymi
existuje Siroka Skala moznosti zalohovani. Nékteré bloky (tj. Casti systému) je mozno zalohovat
identickymi bloky, jiné pak zalohovat po prvcich apod. Obecné lze snadno ukazat, Zze zalohovani
prvki vede vzdy k vyssi spolehlivosti nez zdlohovani blokd.

Podstata zalohovani spocivd v tom, Ze se k prvku (tzv. hlavnimu) pfida jeden nebo vice zaloznich
prvkd, které pii poruse hlavniho prvku tento prvek nahrazuji. Zalozni prvky mohou pracovat bud’ jako
horké nebo studené rezervy.

Zalohovany systém s nezatizenymi zalohami vzdy vyhodnéjsi (spolehlivé€jsi) nez zdlohovany systém
se zatizenymi zalohami.

Zalohovani prvkl vede vzdy k vyssi spolehlivosti nez zalohovani bloki.

) | Otazky 4.5.

1. Charakterizujte podstatu zalohovani.
2. Coje to horka rezerva? Co je to studena rezerva ?

3. Jaka jsou zékladni pravidla pro zalohovani ?

Q Ulohy k FeSeni 4.5.

1. Systém na obrazku je funkéni pokud funguje soucastka A a nejméné jedna ze soucastek B a C.
Necht’ pro jednotlivé soucastky byly naméfeny nasledujici doby do poruchy (A, B, C) = (400,
200, 300 hodin). Pfedpokladame, ze systém pracuje nezavisle na okolnich podminkach.

a) Necht' soucastka C pracuje v rezimu studena rezerva. Po kolika hodinach dojde k poruse
systému ?

b) Necht' soucastka C pracuje vrezimu horkd rezerva. Po kolika hodinach dojde k poruse
systému ?
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5. TEORIE ODHADU

Na uvod této kapitoly si zopakujme zakladni vlastnosti bodovych odhada.

5.1. Vlastnosti ,,dobrého“ bodového odhadu

@ Cas ke studiu: 25 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete:

e znat vlastnosti bodovych odhadu
e rozumét pojmu dostatecna statistika a budete umét urcit, zda vybrana statistika je
dostatecnou

Vyklad

Dobry* (vérohodny) odhad musi spliiovat urcité¢ vlastnosti. Mezi zékladni vlastnosti vérohodnych
odhadu patfi:

nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost)
vydatnost (eficience)

konzistence

dostatecnost

o Nestranny odhad

Rekneme, Ze odhad je nestranny, jestlize se jeho stfedni hodnota rovna hledanému parametru
(E® =0).

Znamena to, Ze tento odhad systematicky nenadhodnocuje ani nepodhodnocuje odhadovany parametr.

Slabsi formou nestrannosti je asymptotickda nestrannost. Rikime, 7e odhad je asymptoticky

nestranny pokud: lim E© = ©

n— o

Priklady nestrannych odhadi:

e X je nestrannym odhadem stfedni hodnoty (limitni véty)
Vybérova relativni Cetnost p je nestrannym odhadem relativni ¢etnosti (podilu) 7
eV piipadd nahodného vybéru z norméalniho rozdéleni je vyb&rovy rozptyl s? nestrannym odhadem

rozptylu o *

Je tieba fici, ze existuje mnoho dobrych odhadd, které nejsou nestranné.
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a Vydatny (eficientni) odhad

Nestrannost sama o sob¢ nezarucuje, Ze je odhad ,,dobry*“. Radi bychom dosahli také toho, aby bodové
odhady byly rozloZzeny co nejtésnéji kolem odhadovaného parametru. Pokud budeme mit dva

nestranné odhady © . a c) , » vybereme si ten, ktery bude mit mensi rozptyl. Tato vlastnost se nazyva
vydatnost (eficience).

Jestlize pro dva nestranné odhady ©, a ©, plati D©, > D®,, potom je relativni eficience
odhadu ©, vzhledem k odhadu 6, déna podilem D®,/D®,, coz je &islomezi 0 a 1.

Nestranny odhad, jehoZ rozptyl je nejmenS$i mezi vSemi nestrannymi odhady pftislusného
parametru, se nazyva nejlep$i nestranny (eficientni) odhad.

Priklady nejlepSich nestrannych odhadu:

e X jenejlepSim nestrannym odhadem stfedni hodnoty (limitni véty)

e Vybérova relativni Cetnost p je nejlepsSim nestrannym odhadem rel. cetnosti (podilu) ©

eV piipadé ndhodného vybéru z normalniho rozd&leni je vybérovy rozptyl s* nejlepsim nestrannym
odhadem rozptylu o °

o Konzistentni odhad

Dalsi zadouci vlastnosti dobrého odhadu je konzistence. Odhad je konzistentni, pokud se
S rostoucim rozsahem vybéru (n) zptesiuje, k cemuz dochazi pokud:

a) O je asymptoticky nestranny, tj. E® — ©
b) lim D® =0

n— o

Vlastnost b) iika, 7e se s rostoucim n (rozsahem vyb&ru) rozdéleni ® zuZuje kolem hledaného
parametru.

Priklady konzistentnich odhadi:

2
. . , Y . T ©
e X je konzistentnim odhadem stfedni hodnoty, protoze DX = — —> 0 pro n —» o
n
o Vybérova relativni Cetnost p je konzistentnim odhadem rel. Cetnosti (podilu) m, protoze
T (1 - 7r)
Dp=——>0pro n—> o
n

0 Dostatecny (postacujici) odhad

Odhad parametru je dostateény, jestlize obsahuje veSkerou informaci o sledovaném
parametru, kterou mize vybé&rovy soubor poskytnout. Znamena to, ze zadny jiny parametr
neobsahuje vétsi mnozstvi informace o vybérovém souboru.
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Priklady dostate¢nych odhadii:

e X je dostatecnym odhadem stfedni hodnoty, protoze pro jeho vypocet jsou pouzity vSechny
hodnoty vybérového souboru (nese nejvetsi informaci, srovnejte napiiklad s medianem)

e Vybérova relativni Cetnost p je dostatenym odhadem rel. Cetnosti (podilu) m, protoze pro jeji
vypocet jsou pouzity vsechny hodnoty vybérového souboru

Nasledujici pasaze téchto materialii (az po kapitolu vénovanou Rao-Cramerove nerovnosti) jsou
Zvelké Ccdasti inspirovany [Riecan, Lamos, Lendrt: Pravdépodobnost a matematickd Statistika,
Bratislava 1984].

a Postacujici statistika pro parametr @

Dtikaz toho, zda je urcity odhad efektivni (nejlepsi nestranny), neni vzdy jednoduchy. Abychom nasli
odhad, ktery ma nejmensi rozptyl, je vhodné nahrazeni celého vybéru jednou statistikou, a to takovou,
ktera bude obsahovat ,,veSkerou* informaci o parametru @.

Pokud je mozné pomoci né&jaké statistiky (mtze se jednat o vicerozmérnou statistiku) odhadnout
neznamé parametry souvisejiciho rozdéleni, hovofime o postacujici statistice. Nejjednodussi
postacujici statistikou je podle definice samotny vektor nahodného vybéru X = (Xy, ..., X,), takova
postacujici statistika vSak neni ptili$ uzite¢na. Smysl ma hledat takové postacujici statistiky, které maji
rozm&r mensi nez N.

Definice:

Redlnou funkci Ty(X) nazveme postacujici statistikou pro parametr 0, jestlize sdruzené
rozdéleni nahodného vybéru X = (Xi, ..., Xp) podminéné jevem T(X)=t neni pro zadné t
zavislé na ©.

Statistika T (X) =) T(x,) predstavuje nejvétsi moznou redukci vysledkli pozorovani (nahrazeni n

i=1
pozorovani mensim poc¢tem daji). Proto se oznacuje jako minimalni postacujici statistika.

Jestlize pro parametrickou funkci 7(©) existuji nestranné odhady, pak nejlepsi z nich (ve smyslu
minimalniho rozptylu) je funkci minimalnich postacujicich statistik a je uréen jednoznacne.

SdruZena pravdépodobnostni funkce u nékterych rozdéleni:

Poissonovo rozdéleni : P(x; 4) = exp(n 2> x; =42 = > In(x;!))

a postacujici statistikou pro parametr 4 je vybérovy uhrn z X; -

1

. 1
Exponencialniho rozdé€leni je f (x;5) = exp {—n Ing - —Z XiJ

)

a opét postacujici statistikou pro parametr § je vybérovy ﬁhrnz X

2

(1. 1 Lo 1 1 )
Normalniho rozdéleni N (0, %) , které ma hustotu f(xi;O;az) = exp (_ Eln 27 —Eln o’ - 2X' ZJ
O
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n n 10
a sdruzena hustota f (x;0;0°) = exp(——ln 27 ——ho? ——zz xizw
L 2 2 2074 )

postacujici statistikou pro parametr o * je tedy > x;

Jednoduchy postup pii hledani postacujicich statistik nabizi véta o faktorizaci. Tato véta zaroven
umoznuje rychle rozhodnout o tom, zda je urcita statistika dostatecnou.

Véta o faktorizaci:
Necht' X = (X, ..., Xp) je nahodny vybér z rozdéleni f(x;0). T(X) je postacujici statistikou

pro parametr ® tehdy, jestlize sdruzené rozdéleni ndhodného vybéru je soucinem dvou
faktort:

f(x,0)=g{T(x),®} h(x)

° Reseny piiklad
N yp

Necht X = (Xi, ..., X;) je nahodny vybér z Poissonova rozdéleni. Dokazme, Ze
T(X)= Z X, Jje postadujici statistikou pro parametr © Poissonova rozdéleni
i=1
(© = At).
®X
f(x,0)=—-e™° x=012,..,0 >0

x!

Sdruzenée rozdéleni vybéru ma tvar:

j(£’®):P(X1 :xl’XZ = 'x2""’Xn :xn ):HP(XL :x[): @ ', 'eio =
i=1 i=1 X’.
e ,
=efn0 .®lil
x,!
i=1
kde x; =01,..., i=12,...

Sdruzenée rozdéleni vybéru miiZeme faktorizovat, tj. miZeme jej zapsat jako soucin dvou
faktorii:
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5. Teorie odhadu

kde g(t,@)=e"?.0"; h(x) =

T(X) =Y X, jetedy postacujici statistikou pro parametr ©.

i=1

Y| Shrnuti kapitoly 5.1.

»Dobry* (vérohodny) odhad musi spliiovat urcité vlastnosti. Mezi zdkladni vlastnosti vérohodnych
odhadu patfi:

nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost)
vydatnost (eficience)

konzistence

dostateCnost

Realnou funkci T,(X) nazveme postacujici statistikou pro parametr O, jestlize sdruzené rozdéleni
nahodného vybéru X = (X4, ..., X;,) podminéné jevem T(X)=t neni pro zadné t zavislé na @.

Jednoduchy postup pii hledani dostacujicich statistik nabizi véta o faktorizaci. Tato véta zaroven
umoziuje rychle rozhodnout o tom, zda je urcita statistika postacujici.

) | Otazky 5.1.

1. Vyjmenujte a objasnéte zakladni vlastnosti ,,dobrého* bodového odhadu.
2. Co je to postacujici statistika pro parametr @?

3. Véta o faktorizaci — vysvétlete.

5.2. Konstrukce efektivnich odhadu

@ Cas ke studiu: 25 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete:

e nalézt efektivni odhad realné funkce parametru ® (® je parametr rozdéleni nahodného
vybéru)

Vyklad

V této kapitole se seznamime s Rao-Blackwellovou vétou, ktera ukazuje prakticky vyznam
postacujicich statistik pro vypocet efektivnich (nejlepsich nestrannych) odhadu.
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Rao-Blackwellova véta

Necht' X = (X3, ..., X;) je ndhodny vybér z rozdéleni f(x;®). Necht existuje postacujici
statistika T(X) pro parametr ®. Necht (®) je realni funkce parametru © a T (X) je
nestranny odhad této charakteristiky. Potom plati:

1. Pro funkci 7(®) existuje nestranny odhad T (X )=T (T (X)), ktery je funkei postacujici
statistiky T(X).

2. Nestranny odhad T (X ) ma rozptyl mensi nebo roven rozptylu odhadu T (X):

D ('F (L)) <D (T i (L)) pro vsechna ©

3. D(T(x)=D("(x)) e PT(X)=T (X))=1 pro viechna ©

ki

Pruvodce studiem

Pro diikaz Rao-Blackwellovy véty je nutné znat nize uvedenou vlastnost podminéné sttedni
hodnoty.

Je-li (X, Y) spojity nahodny vektor se sdruzenou hustotou f(x,y), definujeme podminénou
sttedni hodnotu takto:

X|Y = y)= }x- f(x|y)dx

fxy)  fxy)

f, (y) }f(x,y)dx

—o0

kde f(x|y):

Dulezitou vlastnosti podminéné sttedni hodnoty je, Ze:

(xr)]= JE x[¥)- £, (v)dy = ]ify()’)}X-f(x|y)dxdy -

©

f(x.y)
Iw Iy (»)

—Ify dxdy =}x-fx(x)dx=E(X)

kde Ey je stfedni hodnota vzhledem k nahodné veli¢ing Y.

Dikaz:

adl) Necht T'(X) je libovolny nestranny odhad parametrické funkce 7(®) a T(X) je postacujici

statistika pro parametr 6.
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Polozme: T)=ET (X)T(X)=t}

Protoze T(X) je vybérova charakteristika, funkce T (t) neni funkei 6. T (T (X)) je statistika.
Dokézeme, ze T (T (X)) je nestranny odhad parametrické funkce 7(®).

Pro kazdé © plati: E,(T)=E, T (xX)T(x)=t}=E[T"(X))=(®)

ad2)

e 0-Twl-Fo--e) |-
e fr)-Tol e T )-TolFo @)+ & fo-@]]

Sttedni hodnotu soucinu [T (X)-T (t)]- [‘F (t)-7(® )] mizeme vyjadrit jako:

e T 0-Tolfo-r@)-& frr-TolE frrx)-Tol-
e, -t efr(x T(t)]|T (X))} =
- T’ (x)-Tw]o-o0

D, (T"(x))= E, {[T*(L)—f(t)]z }+ 2, fT"(x)-Tw] Ty -=(@)]}+ E, {ﬁ(t)—r(®)]2}=
e, ) -Twf |0+, Fv)

ET{[T*(L)—f(t)]Z}ZO = D,("(x)=D,(T®m)

D,(T"(x))2D,(T() < ET{T*(L)—'F(t)]Z}zo e  PIT(X)=Twm}=1

Z Rao-Blackwellovy vety vyplyva, ze pii hledani nejlepSich nestrannych odhadii se miizeme omezit na
odhady, které jsou funkcemi postacujicich statistik. Tato véta nam ukazuje, jak v pfipad€, ze zname
libovolny nestranny odhad, uréit nestranny odhad, ktery je funkci postacujici statistiky.

NV Bt e
° ReSeny priklad
AR yp
Necht’ X = (X4, ..., X)) je nahodny vybér z Poissonova rozdéleni:
@ X
f(x,0)=—-e° x=012,..,0>0
x!
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Naleznéte nejlepsi nestranny odhad pravdépodobnosti toho, Ze nahodna veli¢ina X
s Poissonovym rozdélenim nabude hodnoty 0.

Hleddme nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce: t(®)=e °

Vzhledem k tomu, ze 7(©) je pravdépodobnosti toho, Ze ndhodna velic¢ina X s Poissonovym

rozdelenim nabude hodnoty 0, nabizi se jako vhodna postacujici statistika relativni Cetnost
nulovych hodnot X; ve vybéru, tj.

1)1
T'(X)=7(Xx,,....x, )==Y7,,
nt:l
kde:
;=0 pro =21
Y, =1 pro X, =0, i=12,...,n

Z predchazejiciho reSeného prikladu vime, Ze pro parametr © je T(X) = Z X, postacujici
i=1

statistikou.

Nejlepsi nestranny (efektivni) odhad T (t) funkce 7(©) budeme hledat ndsledujicim
zpuisobem:

1.  Najdeme stiedni hodnotu T (X) podminénou jevem T (X ) = Z X, =t

i=1

_in :t}:%i P{[Yi :12 X, =t}=

1
:;é P{Lx =0

2. Postacujici statistiku T (X) = Z X, miiZeme zapsat ve tvaru:
i=1
T(X)=X,+Y X, =X +2Z,

i=2
kde X; a Z jsou nezavislé nahodné veliciny s Poissonovym rozdélenim:

E@(X1):® E@(Z):(n_l)'®
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Pak:
e—i—i(ﬂ—l) [/1 ’ (” - 1)]t
N(l)—PG(Xlzo)'P@)(Zzt): t! :[n_ljt
P(-)(X1+Z:t) Za (I’lﬂ,)t n

¢ t!
: ~ n-1)%"
Efektivnim odhadem parametrické funkce t(©)=e ° jeodhad T (t) = [ j oo

n

? Otazky 5.2.

1. Rao — Blackwellova véta, popiste postup pii hledani efektivnich odhadt.

5.3. Fisherova mira informace

@ Cas ke studiu: 25 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete:

e znat pojem Fischerova mira informace
e umét nalézt Fischerovu miru informace I(®)

Vyklad

Dulezitym ukazatelem kvality odhadu je jeho rozptyl (pfipomenme, ze kazdy odhad je nahodnou
veli¢inou). Vyhovuje-li rozdé€leni, jehoz parametr odhadujeme, jistym obecnym piedpokladim, lze
ukazat, ze neni mozné zkonstruovat odhad s rozptylem mens$im nez jista hodnota, tzv. Raova-
Cramerova hranice. Mezi odhady s pozadovanou vlastnosti se tedy vzdy snazime nalézt odhad, jehoz
rozptyl je roven této hodnote. Pokud se to podafi, hovoifime o odhadu s minimalnim rozptylem. Ve
statistické literatufe se Casto operuje S nestrannym odhadem s minimalnim rozptylem.

K libovolnému rozdéleni f(x,®) a klibovolné parametrické funkci 1(®) budeme hledat takovou

funkci C(®), aby libovolny nestranny odhad T( X)), ktery spliiuje podminky regularity, mél rozptyl
vétsi nez C(®). Funkce C(®) tedy bude dolni mezi rozptyld pro vSechny nestranné odhady
parametrické funkce 1(®).

Existuji nestranné odhady, jejichZ rozptyl je roven C(®). V nékterych piipadech je vSak tato hranice
dosazitelna pouze asymptoticky (pro n — o ).

Drtive nez se pustime do hledani funkce C(®), definujeme si n¢které pojmy.

Definice:
Piedpokladejme, Ze @ je jednorozmérny parametr. Rikdme, Ze systém hustot

{f(x,0), ®c O}
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je regularni prave kdyz:

1. O je neprazdna oteviena mnozina
2. Mnozina M={x: f(X,0)>0} neni funkci ®
3. Pro kazdé xe M existuje konecna parcialni derivace:

riz,0)= H120)
00
Pro kazdé ®c O, 7Z(X.,0)= w plati:
4, EZ =0
Ialn f(;,@)'  (x.0) dx < J.aln f(ﬁ,@)'dF(é,(@)dX _ Jaln f(5,®)dF (x.0)=
" 00 " 00 dx " 00
f'(x,0) f'(x,0)
= [—=dF(x,0)= [—=—— f(x,0)dx = [ f'(x,©) dx =0
o) TO)= [ ey (O)H =] o) o

5. 0< DZ < » (konecny, kladny rozptyl)

DZ =1(©®)= I(M—Ez] dF (x,0)= J[sz dF (x,0) =

00

Zjednodusené Casto misto o reguldrnosti systému hustot mluvime o regularnosti rozdéleni f(X,0).

o< | Reseny priklad
s yp

Dokazte Ze hustota normalniho rozdéleni N (©,1) je regularni.

Hustota normdlniho rozdéleni N (©1):

e 2 pro ® e R

adl) ® € R, @ je neprdzdna otevirend mnozina
ad2) M=R, Mnozina M={X: f(X,0)>0} neni funkci @
(-0)

e 2 (x-0) pro ® € R

1
ad3) vxeR: f'(x,0)=
\N2rm
oln f(X,0
ad4) Pro kazdé Oc 0, Z(X,0)= M

plati: EZ =0
00
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|
—_
R
S

= Z-dw%-dtl-zzzl-—ll
— U;e tt+£e ttJ \/Z(IJFZ) \/g( +1)
=0
kde:
ot u__i 0
= fe 2 tdt = 2 =—Ie”du=—vkrpx)[e“]v=—(l—0)=—1
o du = —tdt -
. A
l,=[e 2 tdt=|" 2 :J'e”du:—Vlmo)[e“]oz—(O—l)_l
0 du =tdt| °
ol 1(X,0)

ad3) Pro kazdé Oc O, Z(X,0)= plati: (0 < DZ < )

00

%:@@))JZ f(x,G))dX = }(X_Q)Z . f(X,®)dx _

—0

DZ = |(®):j(

= [(x-EX ) - f(x,0)d = DX =1

-0

Hustota normalniho rozdéleni N (© 1) je tedy reguldrni.

Definice:
Necht ndhodna veli¢ina X ma regularni rozdéleni f(X,0). Integrdl I(®) definovany
V podmince 5 v definici regularniho systému hustot nazyvame Fisherovou mirou informace:

1(0)= j(a'”f—(w)] OF (x,0) = I(MJ OF (x,0) = I[M] f(x, ©)de

00 o f(x,0) w\ f(x,©)

Fischerova mira informace je tedy stfedni hodnota nahodné veli¢iny definované jako:

2

1(0)= E{[%T} = E{(—mn £é£’®)]2}

Nasledujici véta nam uvadi dilezitou vlastnost Fisherovy miry informace, vyuzitelnou pfedevsim pti
vypoctu informace v praktickych piikladech.
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Véta:
Necht' f(X,0) je regularni hustota. Necht' pro vSechna x a pro vSechna ® existuje druhd
derivace f(x,0):
o’ f(x,0
7z 0) - L0
00

Necht’ pro kazdé © € O plati:

f"(x.0)

—=dF (x,0)=0

A‘[f(LG)) (&)
Potom:

o'l f(x,0)
= [———=—=2aF (x,
1o)== 2 @nze)

N

° Reseny piiklad
'\ yp

Necht’ nahodna veli¢ina X ma normélni rozdéleni N (y,az ), kde o* zniame. Urdete

miru informace o parametru p.

1 _(x=u)
f(x,u)= e 2 pro x € R
V2rw -o
1 1 ey (x—u)
In f(x,)=1In +Ih=+he 2 =—"In (Zn)—lna——'t:
N27x o 2 20
o(in f(x, ) _ (x-u)
ou o’

o< | ReSeny priklad
s yp

Necht’ niahodn4 veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni Po(1). Uréete miru informace o

parametru A.
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EX =DX =41
Je ziejmé, ze f(k,A) je regularni hustota.

Inf(k,A)=In (1) =Ink+ine”* =k-In(4)-Mk!- 2

o(in f(k,2)) k k=4

o4 a0
~ alnf(k,/i)z_ f(k—ﬂ)”_i. ey 1 11
L)_E{[ 04 J}_E%L A J}_/IZ = { /1)}_/12 AT l_i

) | Otazky 5.3.

1. Definujte Fischerovu miru informace

2. Popiste jak v praxi hledame 1(®)

5.4. Rao - Cramerova nerovnost

@ Cas ke studiu: 25 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete:

e znat prakticky vyznam Fischerovy miry informace
e umét nalézt dolni mez rozptylu nestrannych odhadi - C(®)

Vyklad

V této kapitole si ukazeme jaky je vztah mezi Fisherovou mirou informace a dolni mezi rozptylu
C(0) nestrannych odhadt dané parametrické funkce.

Definice:

Necht X = (X4, ..., Xpy) je ndhodnym vybérem, ktery ma regularni rozdéleni f(X,0), jenz je
funkci jednoho redlného parametru. Necht’ 7(©) je dana parametricka funkce takova, ze jeji

_ o7(0@)

- 00

7'(0)

existuje pro kazdé ®< @. Nestranny odhad T(X) (E(T)= z(©)) parametrické funkce z(©)
nazveme regularnim praveé kdyz pro kazdé ® e O plati:
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- <(0),

, 0 0 f @)k = _07(®)
JT(&)'f (m)dx—a@ JT(—) f(x,©)d = E(T(X)) = o

tzn. kdyz jeho stfedni hodnotu [E (T(x))= IT (x)- f(x, ®)dx} muzeme derivovat podle ©.

700 1(c 0N - im'%' (o) - [T E2)er (g 09 -
= IT(K) .%él'@))dp (x,0) =7'(®)

Nasledujici véta pak udava dolni mez rozptylu nestranného odhadu dané parametrické funkce 7(®).

Rao — Cramerova véta
Necht X = (Xi, ..., Xp) je ndhodnym vybérem, ktery ma regularni rozdéleni f(x,®). Necht’
7(®) je dana parametrickd funkce. Potom pro kazdy regularni nestranny odhad T(X) funkce

7(®) plati:
@)

D(T(X))= o)

=C(®)

Odhad T(X), jehoz rozptyl je roven Rao — Cramerové dolni mezi rozptylu C(@®), je efektivnim
odhadem.

NV S
Reseny priklad
P ye

Necht’ X = (Xi, ..., X)) je ndhodnym vybérem z Poissonova rozdéleni Po(1). Uréete
podle Rao — Cramerovy nerovnosti dolni mez rozptylu odhadu parametru A.

Z predchazejiciho reseného prikladu vime, Ze Fisherova mira informace parametru A je:

(1) ==

2
Podle Rao — Cramerovy véty ma kazdy reguldrni nestranny odhad parametru A (t(1)= 1)

dolni mez rozptylu

c)- no1(2) )

O 14

1
n.-—
A
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{7

p(r(x))=Dp(x)=

A
n

Pro parametr A tedy existuje nestranny odhad s rozptylem rovnajicim se Rao — Cramerove
dolni mezi.

ReSeny piiklad
Necht' X = (Xy, ..., X;) je nahodnym vybérem z normalniho rozdéleni N (y,o 2 ), kde

o’ zname. Uréete pomoci Rao — Cramerovy nerovnosti dolni mez rozptylu odhadu
parametru p.

, kde &7 zndme

{r'(u))

Chceme najit Rao-Cramerovu dolni mez rozptylu: C(u) = ' (x)
n-I(u

Z predchazejicich resenych prikladii vime, Ze Fisherova mira informace pro parametr u je:

(u)=—

o
a prislusna parametrickad funkce je: t(u)= p

Proto:

{r'(u)) 1 ’

o
C = = = —
() = — T
N7

Vime, Ze nejlepsim nestrannym (efektivnim) odhadem stredni hodnoty u je primér

(T (x)= ;) Meél by tedy mit rozptyl roven Rao — Cramerové dolni mezi rozptylu.

Podle centralni limitni véty miZzeme prumér aproximovat normalnim rozdélenim
2 2

o ¥ S o X, oy N T oy

N (,u—J , Z Cehoz je ziejmé, Ze D(T(X))= — = C(u). Cimz jsme dokdzali Ze priimér
n n

Jje efektivnim odhadem stiedni hodnoty normalniho rozdéleni.

Otazky 5.4.

1. Jak a pro¢ urcujeme dolni mez rozptylu nestranného odhadu?
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5.5. Metoda momentu

@ Cas ke studiu: 15 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

e odhadovat parametry rozdéleni pravdépodobnosti metodou momentt

Vyklad

Pro odhad hodnot parametri pravdépodobnostnich rozdé€leni se nejcastéji pouziva metoda maximalni
vérohodnosti (maximum likelihood), nebo metoda momentu.

o V ¢em spociva princip metody momenti

Metoda momenti je principielné jednoducha metoda pro konstrukci bodovych odhadii neznamych
parametri znamych rozdéleni, kterd spoc¢iva v tom, Ze porovnavame vybérové momenty ziskanych dat
s odpovidajicimi teoretickymi momenty piedpokladaného rozdéleni s hustotou f(t). Metoda vede na
feSeni soustavy takového poctu rovnic, kolik je nezndmych parametrt.

Mame-li k dispozici zaznamenana data (ndhodny vybér) (ty, . . ., t.)"; pak:
A . L L
k-ty vybérovy obecny moment je dan vztahem: M, = —z t,
n i=1

1 n _ k _
Podobné k -ty vybérovy centralni moment: M, = — (tl. - t) , kde 7 je pramgér.
n

i=1

Odpovidajici teoretické momenty jsou dany rovnicemi:

k-ty obecny moment: ul = jtkf(t)dt
0
- k
k -ty vybérovy centralni moment: U, = I(t - #1') f(t)dt

0
Metoda momentii:
Jestlize pravdépodobnostni rozdéleni s hustotou f(t) ma r neznamych parametrii a jestlize
soustava rovnic

M’ =pu, k=1 ...,r
resp.
M, =u,, k:1,...,r

ma jediné feseni, pak dava metoda momenti jednoznacné urcené odhady r parametrt.
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o< | Reseny priklad
s yp

Je dan nahodny vybér (t;, . . ., tn)T. Piedpokladame, Ze jde o vybér z exponencialniho
rozdéleni E().). Metodou momentii odhadnéte neznamy parametr A.

Oznacme si hledany odhad A . A ziskame jako FeSeni rovnice: u/ = M|

Hustota exponencidlniho rozdéleni je f(t) = A-e ™, proto:

u(t) =t vi)=e "

= [t e = 2 [redr = S (I S R
,ul—.([tﬂ.e dt =4 ‘([t.e dt_u'(t):l o0 = -e_m_/l {L /Ite J +1J'e

[T 1 1yl 1) o 1 1
=4 -{lm|-— e"[H—] drb= A e —lim — A — b= —lim ——+ — =
LHO{ Y AJ lJ { A o oM AJ 1w ) e )
ti
i=1
M/ =
n
S
- . ., . 1 i=1 - n
Rovnice  u/ = M| prechazi na rovnici: o= neboli 2 = — ,
n

coz je odhad neznamého parametru A ziskany metodou momentii.

Y| shrnuti kapitoly 5.5.

Metoda momenti je principieln€é jednoducha metoda pro konstrukci odhadti neznamych parametri
znamych rozdéleni, kterd spociva vtom, Ze porovnadvame vybérové momenty ziskanych dat
s odpovidajicimi teoretickymi momenty piedpokladaného rozdéleni s hustotou f(t). Metoda vede na
feSeni soustavy takového poctu rovnic, kolik je nezndmych parametrt.

Q Ulohy k FeSeni 5.5.

1. Necht' turbina elektrarny podléha ndhodnym Sokdm, které splnuji predpoklady Poissonovych
pokust. Necht' pfi kazdém patém Soku dojde k zavazné poruSe turbiny. Béhem dlouhodobého
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sledovani byly zaznamenany nasledujici doby do poruch turbiny (v hodinach): (1020, 1100, 960,
1500, 1450, 1320, 1255, 1165, 1385, 1410).

a) Urcete pravdépodobnostni rozdéleni pro dobu do poruchy turbiny.

b) Urcete odhad neznamého parametru zjisténého rozdéleni metodou momentu.

¢) Urcete hazardni funkci turbiny.

d) Urcete, ve které fazi svého zivotniho cyklu se turbina nachazi.

5.6. Metoda maximalni vérohodnosti

@ Cas ke studiu: 15 minut

%@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

e odhadovat parametry rozdéleni pravdépodobnosti metodou maximalni vérohodnosti

Vyklad

0 Na ¢em je zaloZena metoda maximalni vérohodnosti

Odhady ziskané touto metodou se v§eobecné vyznacuji dobrymi statistickymi vlastnostmi.

Necht' (t,,...
Nasgim problémem bude nalézt funkci (zvanou funkce vérohodnosti) danou

.t )" je nahodny vybér zrozdéleni s hustotou f(£;©), kde © je neznamy parametr.

L(t,,.nt,:0)= f(t;0)f(t,;0)..(t,;0)= H f(t;0)

a z ni pak ziskat o tak, aby © = @)(tl ..., t.) bylo co nejlepsim odhadem pro @ . Prava strana rovnice

je sdruzend hustota pravdépodobnosti N-nezavislych proménnych (1, . . ., t,) se stejnym rozdelenim.

Jelikoz L je jednoduse funkci neznamého parametru © , ktery je odhadovan, metoda maximalni
vérohodnosti je zalozena na ziskani takové hodnoty © , ktera maximalizuje L.

Pti praktickych vypoctech se ukazalo jako vyhodnéj$i maximalizovat spiSe funkci In L namisto L, coz
je mozné proto, Ze obé¢ tyto operace jsou ekvivalentni a davaji stejné vysledky.

Podminkou optimality je tedy rovnice:
Jhn L(t,,...,t

o0
a hodnota parametru ziskana z této podminky se nazyva maximalné vérohodny odhad parametru 0.

©)

n?

=0

N
@

Reseny piiklad
2R vp

Je dan nihodny vybér (ty, . . ., t,)". PFedpoklidame, Ze jde o vybér z exponencilniho
rozdéleni E()). Metodou maximalni vérohodnosti odhadnéte neznamy parametr A.
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Oznacme si hledany odhad . .

A

Hustota exponencidlniho rozdéleni je f(t)= A-e ™', proto funkce vérohodnosti pak bude

dana vyrazem:

L(t,,..n t,;

Logaritmovanim ziskame

4%1, —ﬂ.%t, n
I L(t,t;2)=M{2"-e @ [=m(2")+in|e = |=nhi-23t,

i=1

Zbyva vyresit podminku optimality:

o Lt ti4)
Y B

5(n.ln A-2y tiw

\ i=1 )=0
Zy)

l n
n.-— St =0
. n

A =

Ziskali jsme maximalné verohodny odhad parametru 1.

ReSeny piiklad

t?
UvaZujme dvouparametrické Weibullovo rozdéleni s hustotou f(t)= Etﬂ e ©

®
Metodou maximalni vérohodnosti odhadnéte parametry f§ a 0.
Funkce vérohodnosti L je dana
s Vi 1
i o " Ly
L(t,,t,;3,0) = ﬁtlﬁ_le © ...Etf’le o _[£ /e O
@ @ @ i=1
Logaritmovanim ziskame:
.

i

n n ,7£,]/,’ n 1
mLzm[ﬁJ + [/ e " =am - O+ e’ =S/ =
® i=1

i=1

n 1 n
=nlh f-nhO@+(B-1)> It -—>1
i=1 ®i:1

Optimalizaci vSak provadime s ohledem na oba neznamé parametry «,f3, takze podminka
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optimality prechdzi v tomto pripadé na dve nasledujici rovnice:

hnL

n & 1
=—+Yht -—Yt/Iht =0
B Z; ®§

Z druhé rovnice miizzeme snadno ziskat

zt
@ = i
n

zatimco z prvai rovnice dostaneme

n

St/int,

® = i=1
n n
—+ > Int
P

Porovnanim pravych stran poslednich dvou rovnic ziskame jednu rovnici pro jednu
neznamou f. Reseni je nutno provést numericky volbou vhodného iteracniho procesu.

2 Shrnuti kapitoly 5.6.

Metoda maximalni vérohodnosti je principielné¢ jednoducha metoda pro konstrukci odhadi
neznamych parametrii znamych rozdéleni pravdépodobnosti, kterd je zalozena na maximalizaci
vérohodnostni funkce, coz je sdruzena hustota pravdépodobnosti daného ndhodného vybéru, brana
ovsem jako funkce neznamych parametru.

‘Q Ulohy k FeSeni 5.6.

1. Doba do poruchy dieselgeneratoru se fidi exponencialnim rozdé€lenim pravdépodobnosti. Béhem
dlouhodobého sledovani byly zaznamenany nasledujici poruchové doby v hodinach: (150, 190,
165, 177, 203, 178, 162, 181, 194, 168).

a) Odhadnéte parametr A metodou maximalni vérohodnosti,

b) Charakterizujte hazardni funkci dieselgeneratoru,

¢) Odhadnéte funkci bezporuchovosti v ¢ase t=100 hodin,

d) Urcete 90% -ni Zivot dieselgeneratoru (zaru¢enou dobu bezporuchového provozu, tj.
dobu do poruchy, ktera bude ptekrotenas 90% pravdépodobnosti).

2. Necht turbina elektrarny podléha nahodnym Sokiim, které spliiuji predpoklady Poissonovych
pokust. Necht’ pii kazdém patém Soku dojde k zadvazné poruse turbiny. Béhem dlouhodobého
sledovani byly zaznamenany nasledujici doby do poruch turbiny (v hodinach): (1020, 1100, 960,
1500, 1450, 1320, 1255, 1165, 1385, 1410).

a) Urcete pravdépodobnostni rozdéleni pro dobu do poruchy turbiny,
b) Urcete odhad neznamého parametru zjisténého rozdéleni metodou momentd,
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¢) Ur€ete hazardni funkci turbiny,
d) Urcete, ve které fazi svého zivotniho cyklu se turbina nachézi.

ﬂgﬂ KLIC K RESENI

1) L(t,,...t,;4)=(2e ™™ J(2e™).(2.67 )= 1"e ' davd odhad parametru % nasledovng:

.ooa 10
——, coZ po dosazeni zadanych hodnot je 4 = 768 = 0,005656

b) Hazardni funkce je konstantni, A(t) = 0,005656, dieselgenerator je tedy v obdobi
stabilniho zivota.

¢) Funkce bezporuchovosti v &ase 100 hodin je: R(t) = 1 - F(t) = e™;
R(100) = e ~ 0,568

d) Hledanou dobu ur&ime fefenim rovnice: P(X > Too )=09,t.1-F(T,,)=009;
Ty = 18,6 hodin

5
2a) Doba do poruchy se fidi Gamma rozdélenim s hustotou f(t) =

t'e™™,  sneznamym
parametrem A
b) A odhadneme metodou momenti:
Rovnice  u/ = M| piechazi na rovnici
10
5 X
i '110 neboli A = ——=0,004 , coz je odhad neznamého parametru A

i=1
ziskany metodou momentd.

¢) Hazardni funkce je: 0,004

1
= (4-1i)1(0,0041)

Alt) =

4

24

d) Turbina se nachazi ve tieti fazi svého zivotniho cyklu, tj. v obdobi poruch v dasledku
starnuti a opotfebeni.

Y. =0 pro X, >1
Y, =1 pro X, =0 i=12,...,n
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6. NEUPLNA DATA

@ Cas ke studiu: 1,5 hodiny

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

e Sezndmite se s riznymi typy cenzorovani a naucite se zapisovat vysledky zkousSek pii
téchto vybérovych planech. Ukazeme si pouziti metody maximalni vérohodnosti pro
neuplné vybery.

Vyklad

6.1. Vybérové plany

Zacneme-li za tcelem zjisténi charakteristik spolehlivosti v ase t=0 pozorovat urcity systém slozeny
zn prvkl stejného typu (majicich stejné rozdéleni doby do poruchy), klasicka statisticka situace
nastava, jestlize pozorovani provadime dokud se vSechny prvky neporouchaji. Vysledkem takovéhoto
experimentu je tzv. aplny vybér X, ..., X, dob do poruchy, tj. standardni nahodny vybér.

V praxi (zkousky Zivotnosti slozitych systémtl, klinické zkousky, pojistovnictvi) se vSak Casto stava,
ze experiment je analyzovan dfive nez dojde k poruse vsSech jeho prvkd. K pred¢asnému ukonceni
experimentu vedou vétSinou ekonomické a Casové divody (dlouhd doba do poruchy u nékterych
prvki, resp. véené divody (predem stanovené terminy ...), pii klinickych pokusech miize dojit napft.
k tomu, Ze pacient ptfestane spolupracovat (odstéhuje se, zemfie z jinych nez sledovanych pficin, ...).
V téchto piipadech mame k dispozici pouze tzv. netuplné vybéry.

V této kapitole se seznamime se zakladnimi usporadanimi experimentu vedoucimi k netplnym
vybérim. V mnohém jsme Cerpali z [Hurt, Teorie spolehlivosti, Praha 1984].

Mg¢jme systém slozeny z n identickych prvkd. Necht X, ..., X, jsou doby do poruchy jednotlivych
prvk. Mluvime-li o netplnych vybérech, znamena to, Ze ne vSechny X; (doby do poruchy) jsou
opravdu pozorované.

V praxi se vyskytuji netplné vybéry bud’ v podobé useknutych dat nebo cenzorovanych dat.

Useknuta data - vime, ze X; nad (resp. pod) urCitym limitem se zcela ztraci, avSak nejsme
informovani o této ztrate.

Cenzorovana data - mimo naméiené¢ X; ziskame i ¢asteCnou informaci o ,Spatné¢ méfitelnych
hodnotach* .

a Cenzorovani L. typu (cenzorovani ¢asem)

Ke ztrat¢ dat dochazi v tomto ptipadé proto, ze doba do poruchy nékterych prvkia pirekro¢i dobu
experimentu. Doba experimentu T (€asovy cenzor) je stanovena piedem. Pocet skutecné
pozorovanych poruch je ndhodna veli¢ina, kterd miize nabyvat hodnot 0, 1, ..., n. Necht X, ..., X
oznaCuje uspoiadany nahodny vybér Xi, ..., X,. Doslo-li béhem doby T Kk poruse r prvka, pak
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vysledkem experimentu je prvnich r hodnot poradkovych statistik X ) <... < X, <T a informace

otom,ze X ;) >T.

0 Cenzorovani II. typu (cenzorovani poruchou)

V tomto piipad¢ si pfedem definuje ukonceni experimentu poctem prvkl u nichz dojde k poruse (r).
Na za¢atku experimentu si stanovime pfirozené ¢islo r (r <n) a vokamziku t=0 zahéjime
pozorovani. Experiment ukonc¢ime ve chvili, kdy dojde k poruse r-tého prvku. Vysledkem
experimentu je potom prvnich r hodnot pofadkovych statistik X <...< X . Doba trvani

experimentu (doba do poruch r-tého prvku) je ndhodna velicina X.

o Nahodné cenzorovani

Pfi hodnoceni spolehlivosti slozitych systému se vétSinou nedatfi uspofadat experiment podle piedstav
statistika a tak musime mnohdy vyuzit provozni data (tj. pozorovani ze skute¢ného provozu). Casto
se ¢asové cenzory jednotlivych prvki lisi (ukonCovani pozorovani u jednotlivych prvkli byva mnohdy
nahodné). Mluvime o nahodném cenzorovani. Ozna¢ime-li Ty, ..., T, doby, v nichZ bylo ukonéeno
pozorovani 1. az n-tého prvku systému, nabizi se povaZovat data za cenzorovana ¢asovym cenzorem

T, kde T =min {T,,...,T,}. To se vSak ukdzalo jako ekonomicky neunosné. Vyhodng&jsi je
vybudovat pro nadhodné cenzorovani matematicky aparat.

Necht' X je nahodna veli¢ina reprezentujici dobu do poruchy a T je nahodna veli¢ina reprezentujici
casovy cenzor. U kazdého prvku pak pozorujeme bud’ X nebo T podle toho, zda diive nastala porucha
nebo zda bylo dfive sledovani prvku ukonéeno. Vysledkem experimentu je pak n dvojic (W, Iy) ...
(W, 1), kde

j=1,...,n:
W. = min {X

]

T

i
| P = 1 <« W i = X i
(byla pozorovana porucha j-tého prvku, tj. j-té€ pozorovani je necenzorované)
;=0 & W,=T,
(nebyla pozorovana porucha j-tého prvku, pozorovani prvku bylo ukonfeno v Case T;
(TJ. <X j), tj. j-té pozorovani je cenzorovangé)

Vysledkem experimentu tedy je vybér z dvourozmérného rozdéleni.

° Reseny piiklad
9 yp

Mate k dispozici vysledky pozorovani 6-ti prvki. Jejich doby do poruchy X; jsou: 4, 2,
8, 6, 1, 9. Zapiste vysledek experimentu

a) pricenzorovani l. typu s ¢asovym cenzorem T=5

b) pFicenzorovani II. typu se stanovenym r=4

C) p¥inahodném cenzorovanis ¢asovymi cenzory 3, 3,4, 8, 3, 6

ada) Vysledkem experimentu je uspordadany vybér dob do poruchy prvki, jejichz doba do
poruchy neni vétsi nez casovy cenzor, tj. {1,2,4} a informace, Ze zbylé 3 prvky se porouchaly

pozdéji nez v okamziku T=35.
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adb) Vysledkem experimentu je usporadany vyber dob do poruchy prvmich 4 prvkii:
{1,2,4,6}

adc) Vysledkem experimentu jsou dvojice (W il j)

] P

s
olw|lw|~
(N |w|N
o|~|h|xo
| o|o|lo
Rk |lw|-
o|lo|o|wo

Zkracené se cenzorovand pozorovani oznacuji znaménkem + : {3+,2,4+,6,1,6 +}
Mnohy statisticky software viak cenzorovana data oznacuje znaménkem -
{~3,2,-4,6,1,-6}.

Dosud jsme se zabyvali situaci, kdy pozorovani zac¢iname provadét v Case t=0 a az do okamziku
cenzorovani miizeme ziskat skutecné¢ doby do poruchy. O cenzorovanych datech pak vime, Ze jsou
vy$8i nez doba experimentu. Mluvime o datech (pozorovanich) cenzorovanych zprava. Stava se vSak
také, Ze nezachytime udaje o poruchach, které nastaly pted za¢atkem méfeni — ziskana data jsou pak
cenzorovana zleva (nemusi jit pouze o poruchy, mize jit také napt. o koncentrace latky pod detekéni
hranici, apod. ). Jsou-li data cenzorovana zprava i zleva, mluvime o dvojném cenzorovani, resp. o
intervalovém cenzorovani.

Necht’ X, ..., X, jsou doby do poruchy, T; ..., T, ¢asové cenzory cenzorovani zprava a Ly, ..., L, L; <

T;, i=1, ..., n cenzory cenzorovani zleva. Interval <Li,Ti> je pak casovym intervalem pro i-té
pozorovani. Padne-li X; mimo tento interval, jeho skute¢nou hodnotu nemuZeme pozorovat.
Vysledkem experimentu p¥i dvejném cenzorovani jsou dvojice (Z,,J,), i=1, ..., n, kde

Z, = max {min {X,, T },L,}

J,=0 & Z, =1, (porucha nastala pted zacatkem pozorovéni, cenzorovani zleva)

J =1 & Z =X, (porucha nastala v <Li ,Ti>, necenzurovana hodnota)

J,=2 < Z =T, (porucha nastala po konci pozorovani, cenzorovani zprava)

6.2. Zrychlené zkousky Zivotnosti

Ani cenzorovani nemusi zaruéit ziskani dat k dostateéné piesnému odhadu charakteristik vysoce

Z moznosti, jak data pro vysoce spolehlivé prvky ziskat jsou zrychlené zkousky Zivotnosti.

Jejich myslenka spociva v tom, Ze sledované prvky vystavime zatizeni vy$$imu, nez v jakém pracuji
Vv béZném pracovnim rezimu. Musime pfitom znat vztah mezi odhadovanymi parametry doby do
poruchy a urovni zatizeni. (V praxi byva nalezeni téchto vztahd obtizné, je nutné vychazet
z fyzikalnich principt fungovani prvku.)

Modelovy priklad:

Necht' doba do poruchy kondenzitoru mé exponencialni rozdéleni s parametrem A (X — E(4)).
Vime, ze pro nékteré typy kondenzatoru je
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6. Neuplna data

UP
A=A2U)=—,
v)-=

kde C>0 a P jsou neznamé konstanty a U je napéti. S rostoucim napétim A roste (stiedni doba do
poruchy klesd), proto miizeme pii vysSich napétich pozorovat skute¢né doby do poruchy a na jejich
zaklad¢ odhadnout parametry C a P. Potom mtizeme odhadnout A pfi pozadovaném napéti U,,.

Modelovy ptiklad:

Necht doba do poruchy polovodi¢e mé exponencialni rozdéleni s parametrem A (X — E(A)). Vime,
ze pro polovodice je

B
A=Alt)=e A,

kde A, B jsou neznamé konstanty a t je teplota. Pii vysSich teplotach je vyssi A (stfedni doba do
poruchy je nizsi), a proto je pii vyssich teplotach mozné odhadnout hodnoty parametri A a B. Potom
muzeme odhadnout A pii pozadované teplot¢ to.

6.3. Metoda maximalni vérohodnosti pro netiplné vybéry

Pfipomeiime si nejdiive metodu maximalni vérohodnosti v jeji klasické podobé. Metoda maximalni
veérohodnosti je principieln¢ jednoducha metoda pro konstrukci odhadii neznamych parametrt
znamych rozdéleni pravdépodobnosti, ktera je zaloZena na maximalizaci vérohodnostni funkce, coz je
sdruzend hustota pravdépodobnosti daného ndhodného vybéru, brana ovSem jako funkce nezndmych
parametrd.

Necht' (t,,...
Vérohodnosti funkce je

.t )" je nahodny vybér zrozdéleni s hustotou f(£;©), kde © je neznamy parametr.

L(t,,.nt,:0)= f(t;0)f(t,;0)..(t;0)= H f(t;0)

Pii praktickych vypoctech se ukazalo jako vyhodnéjsi maximalizovat spiSe funkci In L namisto L, coz
je mozné proto, Ze ob¢ tyto operace jsou ekvivalentni a davaji stejné vysledky.
Podminkou optimality je tedy rovnice:

Jhn L(t,,...,t
o0

. 0)

=0

a hodnota parametru ziskana z této podminky se nazyva maximalné vérohodny odhad parametru 6.

a Vérohodnostni funkce pro cenzorovani II. typu

Zatneme s odvozovanim vérohodnosti funkce pro nejjednodussi ptipad — cenzorovani II. typu
(cenzorovani poruchou, r predem dané). V tomto piipadé€ jde o vypocet hustoty prvnich r pofadkovych
statistik.

Necht’ (X @1 X (r))T = X jsou pozorované uspofadané doby do poruchy a necht’
0 < X <... <X(,. Oznacme (x(l),...,x(r))T = x. Necht A > 0 je takové, Ze X, + A < X, Pro

i=1, ..., -1 (X(©=0). Necht A je r-rozmérny vektor, ktery ma vSechny slozky rovny A, a necht’
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E={x<X<x+A}

Néhodny jev E tedy nastane pravé kdyZ zadné pozorovani neni mensi nez X, pravé jedno pozorovani
padne do intervalu <x(l), X + A), Z4dné pozorovani nepadne do intervalu <X(1) +A, x(z)), pravé

jedno pozorovani padne do intervalu <x(2 ) X(o) + A), ..., pravé jedno pozorovani padne do intervalu

<x(r), X(y + A) a (n-r) pozorovani je vétsich nebo rovaych x,+A.

Proto
] r
P(E) = n! .
011101 -2 (n-r) 3

kde R(x)=1-F(x) je funkce spolehlivosti.

(F (x(i) + A)— F(x(i)))~ R”'r(x(r) + A),

Vérohodnostni funkce X pFi cenzorovani II. typu potom je

P(E) !

Lx)= s A’ (n-ry

l_i[ f (X(i))’ R™ (X(r))

0 Vérohodnostni funkce pro cenzorovani L. typu

Vo

poradkovych statistik X ;) <... < X, <T ainformace o tom, ze X ;) > T, ..., X, > T . Znaceni

r+1
pouzijeme stejné jako v pfedchazejicim pfipadé. Necht' X )+ A <T . Podobné jako pfi cenzorovani
II. typu zjistime, Ze pravdépodobnost, zZe Zzadné pozorovani neni menSi neZ X, pravé jedno
pozorovani padne do intervalu <x(1), Xq) + A), Z4dné pozorovani nepadne do intervalu <x @ T A X ),
praveé jedno pozorovani padne do intervalu <x(2), X(p) + A), ..., pravé jedno pozorovani padne do

intervalu <x(r), Xy + A) a (n-r) pozorovani je vétSich nez T, je

r

1
> T Xy > T)= v :
011101 -at(n-r) 3

(F (X(i) + A)_ F (X(i)))' R™'(T)

SdruZené rozdéleni vysledku experimentu pfi cenzorovani I. typu ma vérohodnostni funkeci

n

-!r)! l—i[ f (X(i))’ R"(T)

L(x,r)=

(n

pro 0 < Xy <o <Xy < T, r=01 ...,n

o Vérohodnostni funkce pro nahodné cenzorovani

K ptedpokladim uvedenym pfi hledani sdruzené hustoty pfi cenzorovani II. a I. typu pfedpokladejme,
ze Casovy cenzor T je nahodna veli¢ina, ktera ma spojité rozdéleni s distribu¢ni funkci G(x) a hustotou
g(x), obecné také zavislé na neznamych parametrech. Pfedpokladejme, ze X a I jsou nezavislé
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nghodné veli¢iny. Odvodime nejdfive rozdéleni ndhodného vektoru (W, 1), kde W = min {X,T} a
I = 1(X <T),t.Ijeindikator jevu {X < T}.Prow>0 dostavame

PM/<wI:Q:PU<qu<T%:ﬂﬂF@mqo:}@—GU»W(M:FUU—}HMG@MX

X<W, X<t 0

Analogicky
PW <w,1=0)= G(W)—}g(x)F(x)dx

Derivovanim vyse uvedenych pravdépodobnosti podle w dostaneme hustotu pravdépodobnosti
nahodného vektoru (W, I).

h(w,i)= f(w)-1-G(w)), w>0, i=1

(w)-@-F(w)), w>0, i=0

Vérohodnosti funkce pfi nahodném cenzorovani je
L(©)=TThlw,.1,)
j=1

Pomérné Casto se setkavame se situaci, kdy doba do poruchy X a ¢asovy cenzor T neobsahuji
spoleéné neznamé parametry. Necht ® ma nyni vyznam k-rozmérného vektoru neznamych

parametrtl obou rozdéleni Fa G, © = (@1 ,0, ), kde ©, je vektor neznamych parametrti rozdéleni F a

©, je vektor neznamych parametri rozdéleni G. Definujme mnoZiny U, resp. C, kde U, resp. C, je

mnozina indexil necenzorovanych, resp. cenzorovanych, pozorovani.

Veérohodnosti funkce ma potom tvar:

L@) =TT f(x )Te-c(x )T ofr)) T a-F(T,)

jeu jeu jeC jeC

Jestlize rozdéleni doby do poruchy X a casového cenzoru T neobsahuji spole¢né parametry a
neexistuje funk¢ni zavislost mezi ©, a

, » miZeme ziskat maximalné¢ vérohodny odhad

maximalizaci vérohodnosti funkce

Lo, )=TT f(x )T e-F(r,)

jeu jeC

Takto ziskané odhady nezavisi na rozdéleni G, avSak jejich rozdéleni obecné na tomto rozdéleni
Zavisi.
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ReSeny priklad

Necht’ doba do poruchy ma exponencidlni rozdéleni X — E(1). Uréete maximalng

vérohodny odhad parametru A na zakladé
a) uplného vybéru xy, ..., X,

b) cenzorovani L. typu

C) cenzorovani IL. typu

d) nahodného cenzorovani

Oznacme si hledany odhad q.

ada) Je ddan nahodny vybér (xi, . .., %)

™ proto funkce vérohodnosti pak bude

Hustota exponencialniho rozdéleni je f(x)=1-e”

dana vyrazem:

-2 % X;
=1

A)=(re ™) 1e ™) (1e ™ )=2"e *

n?

L(X, e X

Logaritmovanim ziskame

—l.“xi —/I.nxi n
In L(X,,..., x,;4)=In {/1” e J= In (4")+ In {e o ]z nin 2 -A4.3 x

i=1

Zbyva vyresit podminku optimality:

A L(x,,, X, 5 4) o
¥ -
ﬁ(n In/l—/l.in\
=,
=0
7
l n
n.-—-— X =0
A n 1
A =— ==
X
X

.o 1
Maximalné verohodny odhad parametru A na zaklade uplného vybéru xy, ..., xpje 1 = =
X

adb) Pri cenzorovani I. typu je vérohodnostni funkce
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Logaritmus funkce verohodnosti tedy bude dan vyrazem

( +21n/1 ﬂZx(l n—r /1T:

=

+rln212x (n—-r)-A-T

(n - r) .
Podminky optimality zapiseme jako

o L(x,4,r)
2y

Logaritmus funkce vérohodnosti tedy bude dan vyrazem

InL(x,2)= -+ Z In (/1 e )1 (e'““‘)mr -
+ZIn/1 A- Z X — )- 2%,
B 55 Y TR (s W

(n'r) i=1
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Podminky optimality zapiseme jako

A L(xg,..., x
oA

Wi A)

A r
A=

> X+ (n-r)- X(r)

i=1

add) Pri nahodném cenzorovani budeme predpokladat, Ze parametry rozdéleni nahodného
cenzoru nemaji s parametrem A Zadnou souvislost. Pro tento pripad je vérohodnostni funkce

Lx2)=TT i) T e-F(T,)

jeu jeC

2N RIS DI
L(x,2)= H 2.e M H (e‘“1 ): 2V e U g U
jeu jeC

Logaritmus funkce vérohodnosti tedy bude dan vyrazem

20
NL(x,A)=h A" —4-Xx,-2-ST,{0-1,)=S1,-MA-2-%x -2-%T,

jeu jeu jeu jeu jeC

Podminky optimality zapiseme jako

o L(x,4)
oA
s,
jeu
T— Z Xj — ZTJ =0

jeu jeC

Maximalné verohodny odhad pri nahodném cenzorovani je tedy

> Ij ZIJ

2’:: jeu j=1

YX +XT &

jeu ! jeC ! ZWJ
j=1
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ReSeny priklad

Necht’ doba do poruchy ma Weibullovo rozdéleni X — W (®, #). Uréete maximaln&

vérohodny odhad neznamych parametri O, na zakladé
a) uplného vybéru xy, ..., X,

b) cenzorovani L. typu

C) cenzorovani IL. typu

d) nahodného cenzorovani

Poznamka: Jestlie je parametr fi znamy, miiZeme O odhadnout na zdakladé metod pro
exponencidlni rozdéleni (odvozenych v piedchdzejicim piikladé). (Navod: X — W (0, 3),

1
pak Y =X’ > E(—J Aplikaci této transformace na piislusSny ndahodny vybér
0]

dostaneme odpovidajici vybér 7 exponencidlniho rozdéleni.) S pFipadem, kdy parametr ©
je znamy a parametr f mame odhadnout se v praxi nesetkdvame.

Hustota pravdepodobnosti Weibullova rozdéleni je

At (x)
f(x)=£(i] e x>0,0>0,>0
O\06

ada) Je ddn nahodny vybér (xy, . . ., X)'.

Funkce vérohodnosti pro uplny vybér bude dana vyrazem:
n p-1 ,(Xfiv
X
Lxoip)= [T 2[%] oo
CANCY

Logaritmovanim ziskame

:n-lnﬂ—n~h1®+(ﬂ—1)2]nx[—n~ln®ﬁ+n-1n®—®7ﬁ2(x[)ﬂ:

i=1 i=1

:n.lnﬂ+(/3—1)zn:mxi—n-1n®ﬂ—@*”zn:(xi)’*

i=1

Zaved'me si substituci: o = ®"
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Pak

n

InL(x;a;8)= n.ln,b’+(/3—l)zn: In x, —n'lna—i~2(xi)ﬂ
i=1 a ia

Zbyva vyresit podminky optimality:

anllgap) , dhilap)
Ja B B i
GLIS U] B B Y
Ao a i=1
LECS) DS -2 ) )

a o iq

n

n n 1 P x )=
E+§Inxi——§((xi) I .) 0

a

Z prvni rovnice mizeme snadno ziskat

()’

—noa+Z(xi)ﬁ:0 = ag=—
i=1

n
zatimco z druhé rovnice dostaneme
n n 1 n Z ((xi )ﬂ ’ ln xi)
—+Zh1x[=— ((xi)/j-lnxi) = qg=-" -
J< A a i n + In x,
) —

Porovnanim pravych stran poslednich dvou rovnic ziskdme jednu rovnici pro jednu
neznadmou f. Reseni je nutno provést numericky volbou vhodného iteraéniho
procesu. Poté uré¢ime parametr o a zpétnou substituci

In a

) y, In o P
a=0"=>ha=MNh">h=—=0=¢

urcéime parametr ©.
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adb) Pri cenzorovani I. typu je verohodnostni funkce

La U 4 e =
(n-ry zle( ®
\
> (x)F R
r r p-1 i1 T
__n (ﬁj . [&] R (e(@w
n-rft \® i ®
( ) 1 k )
Logaritmus _funkce vérohodnosti tedy bude dan vyrazem
s (x@i))? PRNLE
) )
InL(x,0,8,r)= +r- In—+ZI — | +he +In|e\® =
n-rj i1 ® L )
" | | 1.3 | 20 a(X(i))ﬂ (n-r) ﬂ
- - o} SCAS By = -(n=r)—| =
nn_r)+r npg-r-ne+ (8- Z:: o o7 n r(@j
n!
=1In +r-hpg-r-hoe+(p-1) ( In x; —r~|n®)—
(o) L2 )

(n-r)+r hg-r-B-Moe+(p-1) Zlnx

—@ﬂ[Z(X(i))ﬁ +(n— r)'T'Bj

i=1

Podminky optimality zapiseme jako

2In L(x;0,8) o 2In L(x;0,8) o
00 B o B B

2In L(x;0,8) r-p

- .@'ﬁ'l.(n R _ .Tﬁj
o o + Z(X(')) +(n=r)
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2In L(x;0,8) r ' 5 (” s s
——= =— - he+Y hx,+07 e -[X(x,) +(n-r)T j—
Py F; Z‘; (i H(U)

-0’ -(i((x(i))ﬂ -In x(i))+(n—r)~T” -InTj:

i=1

:é-r~ln®+§ln Xg+Io- {%[F}jﬂ +(n—r).(;_jp

e

% r In®+§lnx +Z[(®LJﬁ~(In®—In x(i))}+

+(n—r)-[%)ﬂ(lnG)—InT):%—rln®+iz_r‘;|n X1y —
() wfe-of3f +3

Podminky optimality dale upravime

L0 (£() +0=r)-T7 )0

é—r-ln@+2lnx an(

il

Z prvni rovnice dostaneme

i=1

_r.ﬁ.@ﬁ+ﬂ.(£ X

i=1

Po dosazeni do druhé rovnice a upravé dostaneme

z" (<X(‘>)ﬂ In X(i))+ (n-r)-T7-InT

i=1

1
n (x(i))ﬁ+(n-r)-T” s
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Tato rovnice jiz neobsahuje neznamy parametr O a jejim vyresenim tak (numerickymi
metodami) dostaneme maximdalné veérohodny odhad B . Dosadime-li B do prvai podminky

optimality, dostaneme odhad © :

((Z<X(i))ﬁ +(n-r)T ﬁk)wz

T

adc) Pri cenzorovani II. typu staci v rovnicich pro odhady parametrii © a f nahradit symbol
T symbolem x

Odhad parametru p tak ziskame numerickym reSenim rovnice:

n

> ((x(i))/} I x(i))+ (n - r)-(x(r))ﬁ -n X

i=1

add) Pri  ndahodném cenzorovani dojdeme krovnicim optimality podobné jako
V predchazejicich pripadech

(\Ni’é-ani>

n
i=1

L
" Wlﬁ ,é r ieU
%
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7. Zaklady Bayesovy indukce

7. ZAKLADY BAYESOVY INDUKCE

@ Cas ke studiu: 1,5 hodiny

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

e Na uvod této kapitoly se seznamite s odliSnym pohledem na metodu maximalni
veérohodnosti a déle se pak budete vénovat zakladim Bayesovy indukce. Seznamite se
S pojmy apriorni a aposteriorni rozdéleni, naucite se nalézt Bayestiv bodovy a
intervalovy odhad.

Vyklad

7.1. Metoda maximalni vérohodnosti

V této kapitole se sezndmime s mirn€¢ odlisSnym pohledem na metodu maximalni vérohodnosti, nez
jsme uvedli ve skriptech Statistika I. pro kombinované studium.

Necht X, X,, ..., X; je ndhodny vybér z rozdéleni s distribu¢ni funkci F(x;©), kde tvar distribu¢ni

funkce je zndm a © je neznamy parametr. Obecné muze distribucni funkce obsahovat vice nezndmych
parametrd, které mtzeme oznacit vektorové jako ®. Problém bodového odhadu nyni spociva

v nalezeni statistiky © (X ), jakozto funkce Xi, X, ..., Xy, ktera by mohla byt pouzita jako odhad ©.
Tato statistika byva ¢asto oznaCovana jako estimator a jeji realizace, feknéme ©(x), jako odhad.

Necht f(x;©) je hustota pravdépodobnosti nebo pravdépodobnostni funkce ndhodného vybéru X (X,
Xo, e, Xn)

Definice:
Pokud je hustota pravdépodobnosti nebo pravdépodobnostni funkce f(x;®) vySetfovana jako
funkce ®, nazveme ji vérohodnostni funkei zalozenou na X = (X, ..., Xp) a oznac¢ime ji jako
L(®;x).

Jestlize X;, Xy ..., X, je mnozina nezavislych nahodnych pozorovani zrozdéleni s hustotami
f.(x,;3©),i=1, ..., n, pak vérohodnostni funkce miize byt ziskéna jako:

L(©:x,,....x, )= f(x:0)-...- f,(x,:9)

Definice:
Necht' L(®;X) je vérohodnostni funkce zaloZena na ndhodném vybéru X = (Xi, Xp, ..., Xn)

Z rozdéleni F(x;@), kde @ je vektor neznamych parametri, ktery nabyva hodnot z né&jakého
parametrického prostoru @. Pokud ® = ©(X ) je ndhodny vektor, ktery maximalizuje L(®;X)
vzhledemk © € © , potom ©(X ) budeme nazyvat maximalné vérohodny estimator ©.
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7. Zaklady Bayesovy indukce

Pro konkrétni realizaci nahodného vybéru x = (Xi, ..., X,) budeme ©(X ) nazyvat jako maximalné
vérohodny odhad @. Pro tento odhad budeme pouzivat zkratku MVO.

Tato tzv. metoda maximalni vérohodnosti ma hlavni vyhodu ve své jednoduchosti a v tom, ze dava
odhady s velmi dobrymi statistickymi vlastnostmi.

N
72N

ReSeny piiklad
MYVO pro parametr exponencialniho rozdéleni

Necht X = (X;, Xz ..., X;) je nahodny vybér zexponencialniho rozdéleni
pravdépodobnosti.

Vime, Ze hustota pravdeépodobnosti exponencidlni nahodné veliciny ma tvar:

kde 2>0 je neznamy parametr.

Chceme-li ziskat MVO pro parametr J, zkonstruujeme nejdrive vérohodnostni funkci:

n
n R
. i=1

V tomto pripadé je vyhodné vyuzit toho, Ze maximum kladné funkce se shoduje s maximem
Jjejiho logaritmu. Zavedme si tedy funkci L (A;x), kterd bude logaritmem vérohodnostni
funkce:

= In(ﬂ")+ln{eizf}— n-n l—/lzn‘,xi

i=1

Zbyva nalézt maximum L (A;x).

Bod podezrely z extrému urcime tak, Ze prvni derivaci funkce polozime rovnu 0.

d.”(4;x) n 2

= —_ X.

dA p) Z; '
" . 1
1ovx=0 = A-——oZ
/1 i=1 X

Pomoct druhé derivace zjistime, zda se skutecné jednd o maximum funkce (druhd derivace
V tomto bodeé musi byt zapornd.

d2L"(2;x) n
dA? A2
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Timto jsme ukdzali, Ze A = = maximalizuje L"(2;x) a tim také vérohodnostni funkci. Tedy

> ||~

1 p—

=, kde x je vybérovy priumeér z vvbéru pochdzejiciho z exponencidalniho rozdéleni, je MVO
X

parametru A.

1
MVO ocekdavané hodnoty exponencialniho rozdeéleni, oznaceny jako p = e miize byt

odvozen podobnym zpiisobem z minulého vysledku pomoci viastnosti invariance maximalné
verohodnych odhadu. Tato viastnost rika [Nguyen H. T., Rogers G. S., 1989], ze:

Pokud & je MVO parametru O, pak g(®) je MVO funkce parametru g(®) za
predpokladu, ze g(.) je prostd funkce.

Nyni je jasné, ze MVO ocekdavané hodnoty exponencidalniho rozdéleni je 4 = x .

7.2. Uvod do Bayesovy indukce

Parametr ® , ktery je pfedmétem naSeho zajmu, je v Bayesové pfistupu vySetfovan jako nadhodna
veli¢ina. Jde-li o parametr ndhodné veli¢iny X s distribu¢ni funkci F(x; @ ), pak vzdy, kdyZ pracujeme

S touto funkci, musime mit na mysli podminénou distribu¢ni funkci F (x|@ )

7.3. Apriorni rozdéleni

Uvazujme parametr ® ndhodné veli¢iny X s distribu¢ni funkci F(x|®). Necht' doposud neni

k dispozici zadné pozorovani této nahodné veli¢iny. Necht’ je k dispozici jakasi pfedbézna zkusenost,
¢i apriorni znalost o této populaci nebo jind informace, kterd umozni zkonstruovat subjektivni
pravdépodobnostni rozdéleni pro parametr ®. Takové rozdéleni, které reflektuje nejistotu o hodnoté
parametru z hlediska experimentatora jesté pied pozorovanim aktualniho vyb€ru, se nazyva apriorni

rozdéleni parametru ©. Déle jej budeme oznacovat 7 (©).

V mnoha situacich lze vyjadrit relativni pravdépodobnost toho, Ze parametr nabyva hodnot na né&jaké
mnoZingé Q, pomoci vhodného rozdéleni pravdépodobnosti. Uloha najit apriorni rozdéleni pro
zkoumany parametr je v§eobecné velmi obtizna. V nékterych ptipadech byva dokonce velmi vyhodné
zvolit jako apriorni hustotu takovou funkci, kterda nemusi byt ani integrovatelna, a pfesto po
implementaci Bayesovych metod dava rozumné vysledky (n€kdy vSak také vede k nesmyslnym
vysledkiim). Takova hustota byva oznaovana jako tzv. nevlastni apriorni hustota. Bayesovy metody
lze pouzit i v ptipad€, Ze neni dostupna zadna informace o vySetfovaném parametru. Takova apriorni
rozdéleni, oznacovana jako neurcitd, byla velmi intenzivné studovana [Jeffreys, 1961] a jsou
zakladem Bayesovych metod vyvinutych autory [Box and Tiao, 1973].

Neexistuje zadny obecny navod, jak by méla byt specifikovana neurcita apriorni hustota. Jelikoz jsou
pod tihou riiznych argumentd pouzity rizné definice neuréitych apriornich rozd€leni, setkame se ¢asto
Srlznymi nevlastnimi apriornimi rozdélenimi [Zellner, 1977]. Pro ucely nalezeni neurcitého
apriorniho rozdéleni pouzijeme jednu z nejpopularnéjsich metod, navrzenou v [Jeffreys, 1961].
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7. Zaklady Bayesovy indukce

Necht’

f(x|®) je hustota pravdépodobnosti nebo pravdépodobnostni funkce pozorované nahodné

veli¢iny X, kde vektor @ je vektor neznamych parametrii. Za neurcité apriorni rozdéleni ® lze vzit:

(@)= (1),

kde 1(®) je Fisherova informa¢ni matice (definovdna pomoci druhé derivace logaritmické
veérohodnostni funkce).

ReSeny priklad

Uvazujme exponencialni rozdéleni s hustotou f(x|/1): A-e” x>0, kde 2>0 je

parametr, pro ktery je nutno zkonstruovat apriorni hustotu. Ukolem je nalézt
neurcitou apriorni hustotu pro parametr A a pro jeho prevracemou hodnotu p

)

o* ,M o* 1 1
(1) - _E[Mz (e )J _ _E[Mz [n (z)-zx]J _ —E[——] -

12

Odtud vyplyvad, zZe neurcita (Jeffreysova) apriorni hustota pravdepodobnosti pro A je

1/2
1 1
nevlastni apriorni hustota, umérnda — [: (_ZJ J :
A A

Pokud nas bude zajimat apriorni rozdéleni pro prevracenou hodnotu A, tj. u, pak Fischerova

matice bude:
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7. Zaklady Bayesovy indukce

7.4. Aposteriorni rozdéleni

Necht’ X je ndhodny vektor se sdruzenou hustotou pravdépodobnosti nebo pravdépodobnostni funkci
f (x|®). Necht 7(©) je apriorni rozdéleni ndhodného vektoru ®. Potom sdruzené rozdéleni X a ©

mize byt nalezeno jako:
h(x,0)= f(x[®) z(0)

Za predpokladu, ze ® je absolutné spojity nahodny vektor, marginalni rozdéleni X mtze byt nalezeno
jako:

g(x)= J'h(x;G))d@
(0]
A kone¢né podminéné rozdéleni O pii realizaci X = X je:

h(x;®)

g(x)

Toto pravdépodobnostni rozdéleni ® se nazyva aposteriorni rozdéleni ®. Toto podminéné rozdéleni
parametru pfi danych datech x je takto nazvano zejména proto, Ze odrazi predstavu experimentatora o
zkoumaném parametru poté, co byl pozorovan nahodny vybér z ptislusné populace. Tedy aposteriorni
rozdéleni kombinuje pfedbéznou informaci obsazenou v apriornim rozdéleni s informaci o ®
(obsazenou v datech — vérohodnostni funkce). Pokud budeme ignorovat konstantu timérnosti, pak
aposteriorni rozdéleni mize byt zapsano nasledovné:

7Z'(®|X)= pro ® € Q

z(6[x) = f(x®) z(®) pro ® e Q,

kde konstanta imérnosti k mize byt nalezena tak, aby byla splnéna normovaci podminka aposteriorni
hustoty.

Pozn.: o« oznacuje primou umérnost, tzn. 7z(®|x)oc f(x|®)-7r(®) je zkracenym zdpisem rovnice:

z(0x)=k-f(xjo) z(®@) keR

Tedy:

aposteriorni rozdéleni o (apriorni rozdéleni . vérohodnostni funkce)

Pokud aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti patii do téze tiidy rozdéleni jako apriorni rozdélent,
potom tuto tfidu rozdéleni nazyvame prirozeny konjugovany systém rozdéleni pro rozdéleni X. To
znamena, ze pokud apriorni rozdéleni je konjugované vzhledem k vybérovému rozdéleni, pak pro
nalezeni aposteriorniho rozdéleni potfebujeme aktualizovat pouze parametry apriorniho rozdéleni.

N o8 e
° Reseny priklad
2R vp

Necht’ Xj, ..., X, je nahodny vybér zexponenciilniho rozdéleni s parametrem A.
Ukolem je nalézt aposteriorni rozdéleni pro A za predpokladu, Ze apriorni rozdéleni je:

a) A — Gamma (a;b), tj.
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7. Zaklady Bayesovy indukce

P o
z(1)= A*e® | kder(a)=[x""edx, EA=ab
@ {
1
b A)=—
) #(2)=

Vime, Ze hustota pravdeépodobnosti exponencidlni nahodné veliciny ma tvar:

f(x)=4-e™, x>0,
kde 7>0 je neznamy parametr.
Zkonstruujeme nejdrive vérohodnostni funkci:
n —J,Z": Xj —
L(2;x) =TT f(x,)=4" = = Ale M
i=1

kde x je vybérovy primer.

ada)  Pokud ignorujeme konstantu timérnosti, apriorni rozdéleni z (1) o« A* -

aposteriorni rozdéleni o (apriorni rozdeleni . vérohodnostni funkce)
A

., oo 1Ty —inx
aposteriorni rozdélenioc 2% e ° - A"e " = n(/1|x)oc A e

Lze snadno rozeznat, zZe se jedna o Gamma rozdéleni:

1
-1
n+a-1 b

o |~

(/1|x)—> Gamma [n + a;_LJ
nbx +1

Protoze apriorni i aposteriorni rozdéleni patii do téze tridy rozdéleni, je evidentni,
Ze tato trida (Gamma rozdéleni) slouzi jako prirozeny konjugovany systém pro

vybérova exponencidalni rozdéleni.
adb)  nevlastni apriorni rozdéleni: z (A )=

1
A

. , , 1 anx - —anx
aposteriorni rozdéleni « —-1"e """ = 7z(/1|x)oc AT e
A

nx

takze: (i|x)—> Gamma (n,L_j

a skutecnost, Ze apriorni rozdéleni je nevlastni, zde nehraje vyznamnou roli.

7.5. Bayesovy estimatory

Necht 7r(®|x) je aposteriorni rozdéleni pro parametr ®, zaloZeno na pozorovanich x nahodného

vektoru X, ktery ma distribu¢ni funkci F (£|Q ) Cilem bude ziskat bodové a intervalové odhady pro

@®. Nejdrive uvazujme problém bodového odhadu.
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7. Zaklady Bayesovy indukce

0 Bayesiiv bodovy odhad

Aposteriorni rozd€leni v Bayesové piistupu hraje podobnou roli jako vérohodnostni funkce v kapitole
5 — vyraz néceho, s ¢im prichazi veskera informace o parametru ®. Na rozdil od vérohodnostni funkce
vsak aposteriorni rozdéleni obsahuje informaci jak v podobé apriorniho rozdéleni, tak i ve vybéru
samotném. Bodovy odhad parametru mutze byt ziskdn obdobné jako v definici maximalné
vérohodného estimatoru. Jestlize MVO pro parametr ® byl dan nalezenim modu vérohodnostni
funkce, pak obdobné¢ miizeme definovat zobecnény maximalné vérohodny estimator jako modus

aposteriorniho rozdéleni 7 (@ |x) .

Odhad @ ziskany touto metodou bude posuzovan jako odhad aposteriornim modem.

Poznamenejme, Ze aposteriorni rozdéleni je pravdépodobnostnim rozdélenim, zatimco vérohodnostni
funkce, jako funkce ®, nemusi nutné byt pravdépodobnostnim rozdélenim. Modus aposteriorniho
rozdéleni je specidlni mirou polohy tohoto rozdéleni. Lze tedy zavést i dalSi miry polohy
aposteriorniho rozdéleni, které mohou odhadnout ® stejné dobie. Tyto odhady budou posuzovany
jako: odhad aposteriorni ocfekavanou hodnotou, resp. odhad aposteriornim medianem.
Z teoretického hlediska mohou byt tyto alternativni odhady v jistém smyslu optimalni, pokud je
zadana jista ztratova funkce odhadu. Napiiklad aposteriorni o¢ekavana hodnota, resp. aposteriorni
medin jsou Bayesovy odhady parametru ® za pfedpokladu kvadratické ztratové funkce

A ~ \2
Le:6)=(e-6f,
resp. ztratové funkce ve tvaru:  L(©;6)= ‘Q -0 ‘ . kde © je odhad parametru ©.

Abychom kratce popsali mysSlenku Bayesovych estimatori, uvazujme obecnou ztratovou funkci

L (Q g0} ) , pro niz existuje o¢ekavana hodnota vzhledem k aposteriornimu rozd¢leni = (@ |x) .

Potom estimator © nazveme Bayesovym estimatorem © pii uvaZované ztratové funkci L(@;Q ),

pokud © minimalizuje aposteriorni ofekavanou ztratu

Naptiklad pro kvadratickou ztratovou funkci miize byt aposteriorni o¢ekavana ztrata vyjadiena jako

el 6) x| - E[ (- Elelx)+ (E(e])- &) x| - Dlef)+[e(elx)- o] = plef)

Z posledni nerovnosti dale plyne, Ze pokud Q = E(@|x), coz je aposteriorni ocekavand hodnota O,

pak aposteriorni o¢ekavana ztrata je rovna D (Q |x) . Nyni je jasné, Ze aposteriorni o¢ekavana hodnota,

jakozto odhad ®, minimalizuje aposteriorni ocekavanou ztratu. Jinymi slovy — aposteriorni ocekavana
hodnota je Bayestv estimator pii uvazované kvadratické ztratové funkci.
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o< | Reseny priklad
[

b
UvaZujme aposteriorni rozdéleni dané (/1|x) — Gamma (n + a;TJ pro parametr
nbx +1

A exponencialniho rozdéleni. Z vlastnosti Gamma rozdéleni bezprostiredné plyne, Ze
b(n+a)

A= =

1+nbx
je odhadem A pomoci aposteriorni ocekavané hodnoty. VSimnéme si obzvlasté, ze
pokud a - 0 a b —» «, tedy p¥i nevlastnim apriornim rozdéleni, Bayesiiv esimator

1
(p¥i uvaZované kvadratické ztratové funkci) se redukuje na 1'= =, coZ je totéZ jako
X

MVO pro A.

Pokusme se nyni nalézt zobecnény maximalné vérohodny odhad A (zobecnény MVO),
zaloZeny na vybéru X, ..., X, a pri predpokladu apriorniho rozdéleni Gamma G(a;b).

Je samoziejmé, ze modus aposteriorniho rozdéleni bude ve stejném bodé jako maximum
funkce
/1(1 +nb x)

g(1)= (n+a-1)~ln(i)—T,

Protoze az na konstantu nezavislou na 1 je g(1) totéz jako logaritmus aposteriorniho
rozdeleni. Derivovanim dostaneme:

dg n+a-1 1+nbx . d’g  n+a-1

T b da: 42

Jelikoz druha derivace je zaporna pro vSechna n+a > 1, maximum g(2) muze byt nalezeno z
1. rovnice, kterou poloZime rovnu 0. Odtud zobecnény MVO parametru 1 je

b-(n+a-1)

1= —
1+ nbx

7.6. Bayesiyv intervalovy odhad

Predpokladejme, ze pro ® je nyni pozadovana konfidenéni mnozina. Pfipomenme, Ze na rozdil od
klasického pfistupu, ® je nyni nahodny vektor. Proto, na rozdil od klasického pftistupu, ktery vydava
pravdépodobnostni vypovéd o podmnozin¢ zakladniho prostoru s cilem nalezeni konfidencni oblasti,
zde provedeme pravdépodobnostni vypovedi tykajici se pfimo podmnozin parametrického prostoru.
Konfidenéni mnoziny, které¢ ziskame pomoci Bayesova pfistupu, maji piimou pravdépodobnostni
interpretaci. Bayestiv analog vii¢i konfidenénimu intervalu je pfisuzovan Bayesové konfidenénim
intervalu nebo také pravdépodobnostnimu intervalu.

Definice:
Necht’ C(x) je podmnozina parametrického prostoru € takova,ze

P(@ e C(x)x)= jn(®|x)d® =y

C(x)
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Potom C(x) se nazyva 100y % ni pravdivostni mnoZina pro @, kde 7r(®|x) je aposteriorni

rozdéleni pro ©.

2 Shrnuti kapitoly 7.

Parametr © , ktery je pfedmétem naSeho zajmu, je v Bayesové pfistupu vySetfovan jako nahodna
veli¢ina. Jde-1i o parametr nahodné veli¢iny X s distribu¢ni funkei F(x; © ), pak vzdy, kdyz pracujeme
S touto funkci, musime mit na mysli podminénou distribu¢ni funkci F (X|® )

Rozdéleni, které reflektuje nejistotu o hodnoté parametru z hlediska experimentatora jesté pred
pozorovanim aktuélniho vybéru, se nazyvé apriorni rozdéleni parametru ®. Oznadujeme jej 7(©).

Necht f(x|@ ) je hustota pravdépodobnosti nebo pravdépodobnostni funkce pozorované nahodné

veli¢iny X, kde vektor ® je vektor nezndmych parametrii. Za neurcité apriorni rozdéleni ® lze vzit:
1/2
=©)=[1e)",

kde 1(©) je Fischerova informa¢ni matice (definovdna pomoci druhé derivace logaritmické
vérohodnostni funkce).

2

0000’

|(®)=—E[ In(f(X|®))J

Sdruzené rozdéleni X a ® mize byt nalezeno jako:
h(x,0)= f(x[®) z(0)

Za predpokladu, ze O je absolutné spojity nahodny vektor, marginalni rozdéleni X mize byt nalezeno
jako:

g(x)= jh(x; ©)do
(]
A kone¢né podminéné rozdéleni © pfi realizaci X = X je:

h(x;®)
g(x)
Toto pravdépodobnostni rozdéleni @ se nazyva aposteriorni rozdéleni ®. Toto podminéné rozdéleni

parametru pti danych datech x je takto nazvano zejména proto, Ze odrazi predstavu experimentatora o
zkoumaném parametru poté, co byl pozorovan ndhodny vybér z ptislusné populace.

7Z'(®|X)= pro ® € Q

aposteriorni rozd€leni o (apriorni rozd€leni . vérohodnostni funkce)

Pokud aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti patii do téze téidy rozdéleni jako apriorni rozdéleni,
potom tuto tfidu rozdéleni nazyvame prirozeny konjugovany systém rozdéleni pro rozdéleni X.
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Abychom kratce popsali mysSlenku Bayesovych estimatorli, uvazujme obecnou ztratovou funkci

L (G_) 3¢ ) , pro niz existuje o¢ekavana hodnota vzhledem k aposteriornimu rozdéleni = (@ |x) .

Potom estimator ® nazveme Bayesovym estimitorem @ pii uvazované ztratové funkci L(@;Q ),

pokud © minimalizuje aposteriorni ofekavanou ztritu

elfo:6))- [Llo:6) <(o})s0
(€]
Konfiden¢ni mnoziny, které ziskdme pomoci Bayesova piistupu, maji pfimou pravdépodobnostni
interpretaci. Bayestiv analog vii¢i konfidenénimu intervalu je pfisuzovan Bayesové konfiden¢nim
intervalu nebo také pravdépodobnostnimu intervalu.

Definice:
Necht’ C(x) je podmnozina parametrického prostoru € takova,ze

P(@ eC (X)|X) = J.ﬂ(®|X)d® =y
C(x)
Potom C(x) se nazyva 100y % ni pravdivostni mnozina pro ®, kde « (@ |x) je aposteriorni rozdéleni
pro ©.

)| Otazky 7.

Co je to apriorni rozd¢leni?

Definujte Fisherovu informac¢ni matici.

Co je to aposteriorni rozdéleni?

Jaky je vztah mezi aposteriornim a apriornim rozdélenim?
Co je to pfirozeny konjugovany systém rozdéleni?

Co je to ztratova funkce?

N o gk~ 0w Dd PR

Kdy mluvime o Bayesové bodovém odhadu?
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8. NAHODNE PROCESY I

@ Cas ke studiu: 1,5 hodiny

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

e Seznamite se se zakladnimi pojmy zteorie nahodnych procest, Markovovymi
procesy, procesy rustll a zanikti. Naucite se popisovat vicestavové systémy pomoci
pravdépodobnosti prechodi a pravdépodobnosti stavi.

Vyklad

8.1. Nahodné procesy

Nahodnym (stochastickym) procesem nazveme zobrazeni, které kazdé hodnoté teT
pfitadi nahodnou veli¢inu X (t). Proménna t ma ve vétsiné piipadt vyznam Gasu.

Realizaci nahodného procesu rozumime konkrétni pozorovani ndhodného procesu, tj. jiz
nendhodnou funkci, a zna¢ime ji x(t).

Dle povahy mnoziny T rozliSujeme:
¢ nihodné procesy se spojitym ¢asem (ndhodné funkce) — T je realny interval,
e nahodné procesy s diskrétnim casem (ndhodné posloupnosti) — T je redlnad diskrétni

mnozina.

Hodnota X (t) vyjadfuje stav pozorovaného objektu v ¢ase t. Dle povahy nédhodné veliginy X (t)
rozliSujeme:

e nihodné procesy se spojitymi stavy - X (t) je spojita,

e nahodné procesy s diskrétnimi stavy - X (t) je diskrétni.

Néhodny proces {X(t):t> 0} se spojitym ¢asem a s diskrétnimi stavy 0,1,2,... obvykle nazyvame
Citaci proces, protoZe zaznamenava pocet n&jakych udélosti v ¢ase. Hodnota X (t) pak piedstavuje
pocet danych udalosti v intervalu (0,t> a vzdalenosti jednotlivych okamzikl udalosti od pocatkut =0

jsou ndhodné veliCiny.

8.2. Poissontiv proces

Pfiblizme si nyni Poissontiiv proces jako ptiklad Citaciho procesu, ktery se velmi Casto vyskytuje
v aplikacich (naptiklad v teorii hromadné obsluhy).

Necht” {X(t):t> 0} je ¢itaci proces. Necht navic plati:
X(0)=0,
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délky intervall mezi vyskyty sledované udalosti jsou nezdvislé ndhodné veliiny
s exponencialnim rozdélenim s hustotou

(26 pro x>0,

()=
[0 pro x <0,
kde 24 > 0 je parametr (tzv. intenzita homogenniho Poissonova procesu).

Pak tento proces nazveme homogennim Poissonovym procesem, piiemz X(t) ma
Poissonovo rozdéleni s parametrem At , tedy

Stfedni poget vyskytii udalosti v intervalu (0,t) je roven Ait. Parametr 4 tedy udava stfedni podet
vyskytil sledované udalosti za jednotku Casu.

Protoze intervaly mezi jednotlivymi vyskyty udalosti jsou nezavislé, znalost okamzikii prvnich n
vyskytil neovlivituje predpovéd’ doby cekani na dalsi vyskyt udalosti. Také skutecnost, ze sledovana
udalost uz po urcitou dobu nenastala, neméni pravdépodobnost jejiho vyskytu v dalsim intervalu.
Piikladem Poissonova procesu by mohl byt proces {X (t):t >0}, kde X (t) uddvad pocet poruch

néjakého zatizeni v ¢asovém intervalu <O,t> .

N

° Reseny piiklad
AR yp

Zdroj zareni vysila v priméru 1 impuls za 2 sekundy, pricemzZ impulsy tvori Poissonuv
proces. Jaka je pravdépodobnost, Ze v kaZzdém z péti intervali o délce 5 sekund

(0s, 5s), (5s, 10s),..., (20s, 25s)
budou registrovany nejméné 4 impulsy?

Protoze EX (t) = At, spocteme z rovnice 1= A -2 parametr A = 0,5. Prot = 5 pak ziskame
EX (5)=0,5-5 = 2,5. Pro pravdépodobnost, ze béhem jednoho intervalu dojde k registraci
alespon 4 impulsii, plati

P(X(5)=4)=>

© 25" o2
koa K!

a hledana pravdépodobnost pro vSech pét intervalii je tak rovna hodnoté

5

25" 1
: e—25

(o 28,
ot ]
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8.3. Markoviiv proces

Nebude-li uvedeno jinak, {X (t):t> 0} bude oznatovat ndhodny proces se spojitym ¢asem a
diskrétni mnozinou stavii 1 = {0,1,2,...} (stavy jsou pro jednoduchost oznaceny celymi nezapornymi
Cisly).

Proces {X(t):t> 0} nazveme Markovovym procesem, spliiuje-li tzv. markovskou vlastnost:

pro libovolnd 0 <t <t,<..<t <t<z ai,..i,i, jel plati:

P(X(e) = iX ()= 1, X (t,) =i, X (&) = i,) = P(X () = i|X (t)=1).

Pravdépodobnost na pravé strané uvedené rovnosti nazyvame pravdépodobnost piechodu.

Je-li tedy t piitomny okamzik, potom chovani Markova procesu v libovolném budoucim okamziku
7 >t z&visi pouze na pfitomném stavu a nikoli na stavech piedchozich.

Markovuv proces se nazyva homogenni, pokud pravdépodobnost ptechodu z pfedchoziho vykladu
nezavisi na hodnotach t a 7, ale pouze na jejich rozdilu. Pouzivame pak znaceni

ozn

h (T _t): P(X (T): J|X (t): i)'

Tedy v homogennim procesu zaviseji pravdépodobnosti piechodu pouze na rozdilu ¢asovych
okamzikt a jsou navic invariantni vi¢i posunuti v ¢ase. Pro r =t pak dostaneme

pu<o>=Jo S
t

1 proi=|j.
Pro popis rozdéleni Markovova procesu v ¢ase t budeme v dal§im textu uzivat

p,(t)=P(X(t)=1i),i=0,1.2,...

Pii pravdépodobnostech p,(0), i = 0,1,2,..., se mluvi o podateénim rozdéleni Markovova procesu.

Pii velkém t je obvykle Markoviiv proces stabilizovany a tidi se stacionarnim rozdélenim se
stacionarnimi pravdépodobnostmi

7, =1lim p,(t),i=0,12,....

t— oo

Jednoduchym ptikladem homogenniho Markovova procesu by mohl byt homogenni Poissontv proces
z predchoziho piikladu. Potate¢ni rozdéleni by mélo tvar p,(0)=1, p,(0)=0 pron=1,2,... a pro
Ah!

(- iy

pravdépodobnosti prechodu by platilo p; (h)= e proi,je NuU{0}j>i.
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V homogennim Markovove procesu plati

b Pjj (tl + tz): Z Pi (tl)pkj(tZ)’ t,t, =2 0,i,j=012,...,

k=0

©

. pi(t):i p,(0)p,(t), t=0, i=012,..

Prvni rovnice se nazyva Chapmanova-Kolmogorovova rovnice.

Prospektivni Kolmogorovovy diferencidlni rovnice — necht’ pro homogenni Markoviiv proces plati
predpoklady:

(h)-1 .
1. existuji limity q, = lim %,IZO,I,Z,...,
h—0,
p,(n)
2. existyji limity ¢, = lim yi=j, 1,j=012,..,
h—0, h

3. pro pevné j je konvergence vici i v bod¢ 2 stejnomérna.

Pak pro pravdépodobnosti pfechodu plati

p, ()= p,(t)g, , t>0,1i,j=012,..
k=0

a pro pravdépodobnosti rozdéleni procesu plati

©

p;(t): Z pk(t)qkl. ,t>0,1=012,....

k=0

V dal3im textu budeme pouZivat zna¢eni o(h), které se uziva pro libovolnou funkci argumentu h, pro

kterou plati
f(h
lim —) =0
h—o0 h
Hodnoty q; , i, j = 0,1,2,..., Z posledni definice nazyvame intenzity pfechodu ze stavu i do stavu j a
dale plati

pi(h)=1+q;h+o(h), py(h)=a;h+o(h),i=j.
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8.4. Priklady

o Poissoniiv proces

Uz vime, 7e vtomto pifpadé X (t) udavd pocet vyskytd sledované veli¢iny v intervalu <O,t>.

Vintervalu (t,t + h), kde h je kladné ¢islo blizké nule, nastane nezavisle na poctu vyskyt do ¢asu t
sledovana udalost

e pravé jednou s pravdépodobnosti ih + o(h),
e vice nezjednou s pravdépodobnosti o(h),
e nenastane ani jednou s pravdépodobnosti 1 — ih + o(h).

Tedy pravdépodobnosti pfechodu se rovnaji

pii(h):l_ﬂ“h + O(h)1
pi,i+1(h): Ah+ O(h)

p,(h)=o(h), j>i+1.

Vidime tedy, ze pravdépodobnost jednoho vyskytu udalosti v kratkém intervalu je imérna intenzité
procesu a délce intervalu. Dal$im zjisténim je skutecnost, ze pravdépodobnost dvou nebo vice vyskyti
udalosti klesa k nule s klesajici délkou intervalu, a to rychleji nez je délka intervalu.

Dle vysledkti z minulé kapitoly pak spocteme

4, = lim p,(h) L 1—ﬂ,h+o(h)—1: im —/1h+o(h):_ﬂ,
h—o0, h h—0, h h—>0, h
pia(h Ah h
., = tim D) Aheolh)
' h—o0, h h—o0, h
a
~(h h
q; = | pIJ()zlim M=0,j>i+l.
h—o0, h h—0, h

Protoze logicky nemtize nastat situace, ze by byl pocet vyskyti udalosti v intervalu <O,t> vEtsi nez
pocet vyskytd v intervalu <0,t + h>, poloZime p;, (h)=0 pro j<i. Odtud pak mame q, =0 pro

j<i.

Nyni si jiz mizeme napsat Kolmogorovovy diferencialni rovnice. Protoze pro pevné i je q,, nenulové
pouze prok =i—1ak =1, plati:

Po(t) = =2p,(t),
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p,(t)=2p,_,(t)- 4p,(t),i=123,....
ProtoZe také pozadujeme X (0)= 0, pfedepiSeme si pocate¢ni podminky:
p,(0)=1, p,(0)=0,i=123,....

Reseni diferencialnich rovnic:

Po(t)+ Ap,(t) =0, p,(0)=1

-t

Obecné feseni rovnice ma tvar p,(t)=ce “, c € R az poateni podminky plyne, ze ¢ = 1.

— At

Resenim tlohy je tedy funkce p,(t)=e

p,(t)+ Ap,(t) - 2e”™, p,(0)-0
ReSenim piisluiné homogenni rovnice je funkce p,(t)—ce ™, ce R. Obecné feseni
nalezneme pomoci variace konstanty. Dosazenim do rovnice tedy dostaneme

—At

c(the ™ - ac(t)e™ + Ac(t)e ™ = ze

Odtud plyne ¢ (t)= 4 aproto c(t)= At+c, € € R . Z po¢iteéni podminky plyne, 7e C = 0 .

At

Resenim tlohy je tak funkce p, (t)= Ate”

p,(t)+ 2p,(t) = 2’te ™, p,(0)=0

A

Regenim piislugné homogenni rovnice je opét p,(t)=ce ™, ¢ € R . Obecné feSeni nalezneme

pomoci variace konstanty. Po dosazeni do rovnice obdrzime c(t)= A’t, a proto
2%
c(t) = +C, C e R. Zpocatetni podminky znovu plyne, z¢ ¢ = 0. ReSenim ulohy je
2
2,2
funkce p,(t)= e ™

Vyse uvedenym postupem ziskame feSeni ve tvaru

p,(t)= @e“ ,i=0,1.2,....
it

Vidime tedy, Ze veli¢ina X (t) mé& Poissonovo rozdéleni s parametrem At . Jak jsme jiz zminili, 2 ma

zde vyznam stfedniho poétu vyskytt udalosti za jednotku ¢asu. Cislo 4 budeme nazyvat intenzitou
Poissonova procesu.
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Diky vz4jemné nezavislosti X (t,) a X (t,) pfi t, a t, velmi od sebe vzdalenych mizeme psat

lim p;(h)=7,.

h— o

Nyni vyjdeme z Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnice:

py(h+h,)=p,( )+ py(h)p, ()

k#j

anechme h, — oo :

zy=mpy(h)+ Y 7 pg(hy)

k= j
Tedy
”j(l_ pjj(hz)): Z”k pkj(hz)'

k= j

po vydéleni h, a pfechodemk h, — 0 dostaneme

95 = z 7Ty ,1=0,1,2,....

k#j

Toto je soustava linearnich rovnic, kterou musi splfiovat pravdépodobnosti 7 ; , pokud takové existuji.

Pravdépodobnosti 7, j=0,1,..., se nazyvaji stacionarni pravdépodobnosti.

Poissonovym procesem modelujeme velmi Casto pocet poruch na daném zatfizeni b&hem urcitého
casového intervalu.

o Proces rustu a zaniku

Proces riistu a zaniku je homogenni Markovilv proces {X (t):t > 0} se stavy 0,1,2,... . Veli¢ina X (t)
udévé Eetnost souboru (napt. mikroorganismti, osob,...) v ¢ase t, pii¢emz b&hem intervalu (t,t + h),
kde h je kladné ¢islo blizké nule, se soubor, ktery v ¢ase t obsahuje i objekt, mize

e zvétsit pravé o jeden objekt s pravdépodobnosti 2.h + o(h),i=0,1,...,
e zmensit pravé o jeden objekt s pravdépodobnosti xh +o(h),i=0,1,...,
e zmensit nebo zvétsit o vice neZ jeden objekt s pravdépodobnosti o(h),

e nezmensit ani nezvétsit s pravdépodobnosti 1~ 2.h — z.h + o(h).
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Intenzity pfechodu jsou pak rovny

(h)-1 1-Ah-uh h)-1 —Ah—uh h
qii = lim pu( ) = lim AI H; +O( ) = lim ﬂ“l Hi +0( ):_ﬂi -4,
h—o0, h h—o, h h—o0, h
 Palh) L 4h+o(h)
g,y = Im ———=1Im ————= 1,
h—o0, h h—o0, h
T pl,i—l( ) /‘ih+0(h)_
Gt hlm+ h _h|»0+ h - A
a
~(h h
q, = | Pu) e ) g nebo <ot
h—o0, h h—-0, h

Staciondrni pravdépodobnosti 7z, j = 0,1,..., pokud existuji, jsou diny soustavou rovnic

Toho = Toly

VRTINSO £

j-177j-1

Tedy
Ty =T A =7, — A, j=12,...
a dale pak
0=rmp, —7wghy=Typy — T, = ... .
Odtud

T My =T A, j21,
a proto plati rekurentni vztah
Aih+o(h)

1-(An+un)h+o(h)

1-(hotpz)h+o (h)

Aoh+o(h)
Ay1h+o(h) 1-psh +o(h)
1-%h+o(h) Auahro(h)
> . g >
-1 N

oflfzg > H\TJ
uzh+o(h)

uyh +o(h)

h+o(h
1 (h) wh+o(h)
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_ A

7= T,
M

Opakovanym uzitim této rovnosti dostaneme
i
A
_ k-1
7Z'J- =7, I
k=1 Hy

©

Protoze musi platit vztah Z 7, =1, obdrZime rovnost
j=0

ﬂ’k -1

A 2
0 —
7z0+7z0—+7r0|| +..=1,

/ul k=1 :uk

odtud

a tedy konecné

MizZe se stat, ze bude fada ve vySe uvedené rovnosti divergovat, tedy 7, =0 a 7z, =0 Vje N . Toto

nastane napiiklad, pokud 4, , > u; Vje N .Za takovychto podminek nebude existovat ustaleny stav

a soubor neustale poroste.
Neopomenme jeste pripomenout, Ze Poissontiv proces je specialnim ptipadem procesu ristu a zaniku

(u; =0 pro viechna j).

8.5. Markovovy retézce

Obdobou Markovovych procest v diskrétnim ¢ase jsou Markovovy fetézce.

Necht' | oznaduje mnozinu {01,2,..}. Nahodna posloupnost {X :n=0.12,.} se nazyva
Markovuv Fetézec, pokud plati

pro libovolna i,,i,,...,i,_,,i, j e | (markovska vlastnost).
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Pokud pravdépodobnosti pifechodu nezaviseji na n, nazveme Markoviv fetézec homogennim a
piSeme

Pravdépodobnostmi piechodu vysSich fadi v homogennim Markovové fetézci rozumime
p,(k)=P(x,, = jlx, =i), k=012,

V homogennim Markovoveé fetézci plati (tzv. Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnice)

Py (kl + kz): zw‘, Pi (kl)pkj (kz)'

Tedy pravdépodobnost, Zze systém pieSel ze stavu i do n&jakého mezistavu K ptes r prechodi a
z mezistavu k se dostal do koncového stavu j v (n — r) pfechodech mezi stavy, je vyjadiena vztahem

pij(n): i pik(r)pkj(n - r)'

k=0

Specialn¢ pro n = 0 plati

apron=1 plati

def
Méjme Markoviv fetézec s M moznymi stavy. matiCi P = {pij }imH nazveme matici

pravdépodobnosti pirechodu.
Vlastnosti matice P:

e P je ¢tvercova matice m x m,

e p,c(01),

e soucet prvkl v kazdém fadku matice je jednotkovy.
Protoze (pti r = 1) plati

p; (2)=>" py by = (i, J)-ty prvek matice P?,
k

p;(3)=> p, p,;(2)= (i, ])-ty prvek matice P x P* = P?,
k

objasnili jsme nasledujici tvrzeni.
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V homogennim Markovove fetézci plati
P(k)=P" k=0,1,2,....
Stav j Markovova fetézce je dosazitelny ze stavu i, pokud pro n&jaké n e N U {0} plati
p,(n)>0.
Je-li kazdy stav fetézce dosazitelny z kazdého stavu, nazveme fetézec neredukovatelnym.

Stav i je periodicky s periodou d > 1, pokud p,(n)> 0 jen pro n =d, 2d, 3d,..., pficemz &islo d je
nejmensi Cislo s touto vlastnosti. Je-li d = 1, je stav aperiodicky.

Pro kazdy stav i definujme pravdépodobnost f,(n), Ze prvni navrat do stavu i nastiva po n
pfechodech mezi stavy, tedy

f.(n)=p[x, =i,x, #i pro 1,2,....n ~1fx, = i.

Nyni definujme pravdépodobnost, Ze se systém po opusténi stavu i do n&j znovu vrati, rovnosti

fi=i f.(n).

Je-li dale f, <1, nazyva se stav tranzientni, a je-li f, =1, nazveme stav rekurentnim.

Stavy i a j spolu komunikuji, pokud i je dosazitelny z j a naopak j je dosazitelny z i. PiSeme i <> j ve
smyslu ekvivalence s témito vlastnostmi:

1. i< i prokazdy stav i,
2. (ioj)=(iei),
3. o j)a(jo k)= (io k).

Stav i nazveme absorbujici, pokud jiz systém (po vstoupeni do tohoto stavu) v tomto stavu zlstane az
do konce, tj. p, =1. Absorbujici stav je ekvivalentni (ve vySe uvedeném smyslu) pouze sam se sebou

a je specialnim pfipadem rekurentniho stavu.

Nyni se budeme zabyvat koneénymi Markovovymi Feté€zci s rekurentnimi a tranzientnimi stavy. Necht
tedy ma Markovuv fetézec m stavil, z nichZ prvnich r stavl je rekurentnich adalsSichm—r
stavll je tranzientnich, pfi¢emz rekurentni stavy tvori jednu tfidu ekvivalence a tranzientni druhou.
Oznaéme dale T mnozinu tranzientnich stavi a T° mnozinu rekurentnich stavii. Pak matice
pravdépodobnosti pfechodu ma tvar
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Matice P, je matici pravdépodobnosti pfechodii mezi rekurentnimi stavy. Protoze plati tvrzeni (i je
rekurentni a i <> j) = (j je rekurentni), nemtze systém po vstupu do rekurentniho stavu opustit

rekurentni tfidu a mame tak napravo od P, nulovou matici. Matice R je matici pravdépodobnosti

prechodu z tranzientniho stavu do rekurentniho a matice Q znaci matici pravdépodobnosti prechodu
mezi tranzientnimi stavy. Pfi studiu téchto Markovovych fetézcl se budeme ptit zejména na tyto

otazky:

e Zacina-li fetézec v tranzientnim stavu i, jaky je praimérny pocet navstév tranzientniho stavu |,
nez se kone¢né systém dostane do rekurentniho stavu?

o Jaky je pak rozptyl poctu navstév tranzientniho stavu j?

e Jaky je primérny pocet navstév tranzientnich stavii potfebny k opusténi tranzientni tfidy pii
pocateénim tranzientnim stavu i?

e Jaky je rozptyl poétu navstév tranzientnich stavi pii pocate¢nim tranzientnim stavu i, nez se
systém dostane do rekurentniho stavu?

Matici M danou piedpisem

M =(1-Q)"

nazveme fundamentalni matici.

Da se ukazat, ze (I — Q)™ existuje a plati
(1-Q) " =1+Q+Q*+..=Y Q.
k=0

Necht' N oznauje ndhodnou veliCinu reprezentujici pocet navstév tranzientniho stavu je T (pii

pocateCnim tranzientnim stavu i e T ) pfed vstupem fetézce do rekurentniho stavu. Oznaéme dale
ozn

u; = EN . Pakprokazde i, je T plati

Jal-m
kde Hyu H oznaCuje matici s prvky s, , i, j=r+1r+2,.,m.
Ozna¢me
|[_fur+1 r+1 0 —I
| |
ozn| :ur+2,r+2 | ozn )
| |
| |
L ° o |
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Necht’ a = Var (N i ) znadi rozptyl po€tu navstév tranzientniho stavu j pii pocate¢nim tranzientnim

stavu i pred vstupem do rekurentniho stavu. Pak plati

Dale zna¢me N, nahodnou veli¢inu reprezentujici celkovy pocet navstivenych tranzientnich stavi pri

=M(@2M,~-1)-M,,i,jeT.

pocatecnim tranzientnim stavu i pfed vstupem do rekurentniho, tj. N, = Z Ny - Pak
jeT

= E[Z Nij]:ZENu =2 Hy -
jeT jeT jeT

2

ozn ozn
Znatme M  =|>" u.|l, M, je tedy sloupcovy vektor, a M , = (Z :uij] . Da se dale ukazat

jeT jeT

platnost vztahu

21

var (N)|=(@M =M, -M ,,ieT,
kde Var (N,) je rozptyl celkového po&tu navstivenych tranzientnich stavii pii po¢ate¢nim tranzientnim
stavu i do opusténi tranzientni téidy stavu.

Necht' f, (n) znag¢i pravdépodobnost, Ze pii pocate¢nim tranzientnim stavu i vstoupi fetézec do
rekurentniho stavu j v n krocich. Ozna¢me dale T, celkovy pocet navstivenych tranzientnich stavii

pted prvnim vstupem do rekurentniho stavu | pii pocateCnim tranzientnim stavu i, tj.
P(Ti]. = n)= f; (n), ieT,jeTC. Pravdépodobnost, Ze fetézec vstoupi do rekurentniho stavu j, pak

vyjadiime jako f, =" f; (n). V maticovém zapisu pak

=@ 7 =Jn].
Plati nasledujici tvrzeni:
F(N)=Q"'RaF=MR.
Diikaz: Vime, Ze

fi@)=p;a f,(n)=> p, f(n-1),ieT, jeT®

keT

V maticovém zapisu pak mame
Fl)=R aF(n)=QF (n-1).

Tedy
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Dale

F =ZF(n)=R+§‘,Q“R:(I +Q+Q%+..)JR = MR.

n=1 n=2

ReSeny priklad

Mame zadanu matici pravdépodobnosti piechodu P tFistavového systému

I—O,S 0,2 0 —I
| |
P=| 0 05 05].
| |
L o o0 1 J
Treti stav je absorbujici ( p,, =1) a prvni a druhy stav jsou tranzientni. Naleznéte:

e primérny pocet nav§tév tranzientnich stavii pii pocatecnim stavu 1 pied
vstupem do absorbujiciho stavu 3,

e priumérny pocet navstév stavu 2 pri pocatenim stavu 1 pred vstupem do
absorbujiciho stavu.

Submatice matice P vyjadrujici pravdépodobnosti prechodu mezi tranzientnimi stavy ma tvar

|Fo,s 0,27|
°7 o o5l
L ]

Protoze fundamentalni matici M spocteme jako inverzni matici k matici [I — Q], plati

Vime, Ze prvky p fundamentdlni matice M jsou priimérné pocty navstév tranzientniho stavu
] pri pocatecnim tranzientnim stavu i pred vstupem do rekurentniho stavu. Odtud priimérny

pocet navstév tranzientnich stavii pri pocdtecnim stavu i je dan souctem Z uy - V nasem
jeT
pripade, hleddame-li Feseni prvniho ukolu, mame

2
Zﬂlj =7.
j-1

Odpoveéd’ na druhy iikol je jiz jednoducha. Hledame vlastné 1, ato je rovno 2.
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Pravdépodobnosti popisujici rozdéleni Markovova fetézce s m moznymi stavy v ¢ase N oznaéme
p,(n)=P(X, =i),i=12,.m.

V homogennim Markovové procesu plati

p.(k)=3 p (0)p, (k). k=012,

j=0
Jestlize oznacime vektory

_ ozn

P(0)=(p,(0). p,(0)..... p,,(0)) @ P(n) =(p,(n). p,(n)..... p, (),

pak, s vyuzitim vztahu P(n)= P", miizeme dle pfedchozi véty psat

P(n)=P(0)P".

Nyni polozme n — o . Je-li matice P regulérni, existuje lim P(n). Ozna&ime-li pak tuto limitu Y,

n— oo
musi pro ni platit Y = YP. Y nazyvdme vektorem staciondrnich pravdépodobnosti. Vidime, ze Y
nezavisi na pocatecnim rozdéleni pravdépodobnosti Markovova fetézce.

Protoze nas velmi Casto zajima vektor rozdéleni pravdépodobnosti po n krocich Ig(n), je nutné

vypocitat matici P", coz nemusi byt vzdy jednoduché. UkaZeme si nyni 2 zakladni principy vypo&tu.
Algebraicky piistup.

Matice P fadu m x m. Ma-li matice P m riznych vlastnich ¢isel k., k, ..., k., pak existuje regularni
matice R takovd, 72 P = RDR ', pti¢emz D je diagonalni matice majici na diagonale postupné
vlastni ¢isla matice P a i-ty sloupec matice R je tvofen vlastnim vektorem pfisluSnym vlastnimu ¢islu
k, . Déle plati rovnost P" = RD "R . ProtoZe D je diagonalni, D" se spo¢ita snadno.

NV S
° ResSeny priklad
2R '
Systém ma matici pravdépodobnosti pfechodu
05 05 |
P-| |
'—0,75 0,25 J

Naleznéte P (n) pii potate¢nim rozdéleni P (0) = (10).

Nejprve nalezneme vlastni cisla matice P. Z rovnosti det [11 — P]=0 vypocteme viastni

Cisla A, =0,9797 , A, =—-0,2297 . Pro viastni vektor v, resici rovnost [/11 | - P] vV, =0
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8. Nahodné procesy 1

0,5t
plati v, = (— ;tw , te R—{0}. Aby norma vektoru v, byla jednotkovd, zvolime
L 04797 ')
t=0,6923 atedy v, = (0,7216 ;0,6923 ). Stejnym zpiisobem ziskame druhy viastni vektor
v, = (— 0,5653 ;0,8249 ). Mdme tedy
[0,9797 0o | [0.7216 - 0,5653 |
o_| I
|L 0 _0’2297J| |L0,6923 0,8249 J
Spocteme dale inverzni matici
[ 08361 05729 |
:
L— 0,7017 0,7314 J
Plati tedy
|r0,7216 —0,5653_{ |r0,9797 " 0 7| |F 08361  0,5729 T|
P" =
I_0,6923 0,8249 J ;_ 0 - 0,2297 nJ i_— 0,7017 0,7314 J

azevztahu P(n)= P(0)P" dopocitime

P(n)=(0,6033 -0,9797

o Pristup Z-transformace

sled
Z-transformace psat

Protoze plati rovnosti

Odtud dostavame

a dale

" -0,3967 -0,2297 ";0,4134 -0,9797 " + 0,4135 -0,2297 n).

P(n+1)=P(0)P"*=P(0)P"P =P miZeme s uzitim

(n)P,

Porovnanim se vztahem I;(n) = I;(O)P " zjistime, Ze
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8. Nahodné procesy 1

z{P"j=l1-,]".

Takze P" obdrzime pomoci zpétné Z-transformace matice [I — zP | *.

2 Shrnuti kapitoly 8.

Nahodnym (stochastickym) procesem nazveme zobrazeni, které kazdé hodnoté te T prifadi
néhodnou veli¢inu X (t). Proménna t mé ve vétsing ptipadii vyznam ¢asu.

Realizaci nadhodného procesu rozumime konkrétni pozorovani ndhodného procesu, tj. jiz
nenghodnou funkci, a zna¢ime ji x(t).

Dle povahy mnoziny T rozliSujeme:
¢ nahodné procesy se spojitym ¢asem (ndhodné funkce),
e nahodné procesy s diskrétnim ¢asem (nahodné posloupnosti)

Hodnota X (t) vyjadfuje stav pozorovaného objektu v ¢ase t. Dle povahy néhodné veliginy X (t)
rozliSujeme:

e nihodné procesy se spojitymi stavy - X (t) je spojita,
e nihodné procesy s diskrétnimi stavy - X (t) je diskrétni.

Néhodny proces {X (t):t> 0} se spojitym ¢asem a s diskrétnimi stavy 0,1,2,... obvykle nazyvame
¢itaci proces, protoze zaznamenava pocet n¢jakych udalosti v Case.

Necht' {X (t):t > 0} je ¢itaci proces. Necht’ navic plati:

délky intervali mezi vyskyty sledované udalosti jsou nezavislé nahodné veli¢iny s exponencialnim
rozdélenim s hustotou

(2™ pro x>0,
()=
[0 pro x <0,

kde 2 > 0 je parametr (tzv. intenzita homogenniho Poissonova procesu).

Pak tento proces nazveme homogennim Poissonovym procesem, piicemz X (t) méa Poissonovo
rozd¢leni s parametrem At.

Proces {X (t):t > 0} nazveme Markovovym procesem, spliiuje-li tzv. markovskou vlastnost:

pro libovolnd 0 <t <t,<..<t <t<7 aij,..i,i, jel plati:
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8. Nahodné procesy 1

P(X(z)= X (t)=i,X(t,) =i, X (t) =)= P(X (r) = j|X (t) =i

V homogennim Markovove procesu plati

. (t +t,) Zplk )Py (t,), t,t, >0, 0, j=012,..,

=0

o p(t)= Zp ,t20,i=012,...

Prvni rovnice se nazyva Chapmanova-Kolmogorovova rovnice.

Proces ristu a zaniku je homogenni Markoviiv proces {X (t):t > 0} se stavy 0,1,2,... .

Necht | oznaguje mnozinu {0,1,2,...} . Ndhodnd posloupnost {X  :n =0,1,2,...} se nazyva Markoviv

Fetézec, pokud plati

pro libovolna iy, i,,...,i, ,,i, j € | (markovska vlastnost).

n-1?

‘) | Otazky S.

Vysvétlete pojem nahodny proces a popiste typy ndhodnych procest.
Definujte Poissontiv proces.

Definujte Markoviv proces.

Co jsou to procesy rustu a zaniku?

Odvod'te stacionarni pravdépodobnosti (pravdépodobnosti stavil).

Vysvétlete pojem Markovuv fetézec.

N o gk~ w0 DdPRE

rekurentni stav, absorbujici stav.

8. K ¢emu slouzi fundamentalni matice?
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9. Néhodné procesy 11

9. NAHODNE PROCESY II

@ Cas ke studiu: 1,5 hodiny

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

e Naucime se urcovat pravdépodobnosti vyskytu systému v jednotlivych stavech
Vv daném case t a seznamime se s kongruentni metodou generovani ndhodnych cisel.

Vyklad

9.1. Spojity parametr Markovovskych Fetézcii

Necht’
{X, :t>0}

reprezentuje spojity nahodny parametr Markovova fetézce s m diskrétnimi stavy. Pro t > s > 0 a stavy
i & necht

v
—_——
X
Il
—
>
»
Il
J—
Il
©
—_
(7]
—
~—

coz je pravdépodobnost, Ze proces je ve stavu j V ¢ase t a byl dan procesem, ktery byl ve stavu i v ase
S.

Pravdépodobnost  p; (s,t) je nazyvina piechodovou pravdépodobnostni funkci Markovova
Fetézce. Markoviv fetézec je homogenni nebo stacionarni (v souvislosti s ¢asem), jestlize p,(s.t)

zavisi pouze na ¢asovém intervalu t' =t —s. To vyhovuje Chapman-Kolmogorové rovnici, ktera je
dana

Pi (s,t) = > Pi (s’u)pkj (u,t)

stavy  k

pro jakykoliv ¢as t>u>s>0 a stavy i a J. Po upravé spocivajici v nahrazeni t — sjako t'
au-—sjako u’ se rovnice redukuje na

Py (t’): z Pi (u')pkj (t' - U')v

stavy k

dokud je proces homogenni.
Zde p;, (t) mize byt interpretovana jako pravdépodobnost, Ze proces piejde ze stavu i do stavu j

v ¢asovém intervalu t. Jestlize
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9. Néhodné procesy 11

pro j=i

lim p,(t)= Jl’ ,

o [0, pro j =i

fikame, ze Markoviv fetézec je spojity vt = 0. Budeme brat v uvahu pouze homogenni Markovovy
fetézce.

Definujme dva prechody intenzit z hlediska derivaci vt = 0, které hraji stejnou roli jako jeden krok
prechodu pravdépodobnosti v diskrétnim parametru Markovova fetézce.

Pro kazdy stav i predpokladame

d L 1- Pi (t)
o P = tim ==
ktera existuje a je konecna.
Pro v8echnai a j, kde i = j, predpokladame
d . 0- pij (t)
5 POl = tim ——==,
ktera existuje a je konecna.
Necht’
—d
d; = ? Pi (t)L:O
aproi= j
d
d; = E Pj (t)L:o .
Upravami piedchozich vztahii dostaneme
1- pii (t)L:O _ d n r(t)

t
kde r,(t)—> 0 at — 0.Potom
1-p,(t)=dt+tr(t)=d;t+0(t).

Tato rovnice mize byt interpretovana jako: pravdépodobnost ptechodu ze stavu i do n&jakého jiného
stavu b&hem Casového intervalu t a je rovna d,t + 0(t).

Podobné mizeme psat

P (t) = dijt + O(t)-
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Tento vztah muZe byt interpretovan jako pravdépodobnost piechodu ze stavu i do stavu j v asovém
intervalu t, ktera je rovna dt + 0(t) . Jako vysledek mame pro libovolné t > 0 ah>0

b, (t+1)= p, ()L~ (a,h+ 0o(n)}+ 3 p, (1), 0 + ()

k= j

nebo

pij (t + h)_ pij (t)
h

= _djj pij(t)+z pik(t)dkj +$'

k= j

Pfedpokladame, ze p;(t) existujea h — 0, pak obdrzime

o/ (t) = lim 2 (t+h)-p,(t)

h—0 h

= _djj Pjj (t)+ Z Pi (t)dkj .

k= j

Pro vSechny stavy i a j tato rovnice dava systém diferencialnich rovnic, jejichz feSenim ziskame
pravdépodobnosti ptechodu.

K ziskéni bezpodmine¢nych stavovych pravdépodobnosti p!(t) pro kazdy stav i pfijmeme stejny
divod, ktery byl jiz pouzit v odvozeni predchéazejicich rovnic. Takze mame

pi(t + h) = pi(t)(l_ diih)+ z pj(t)d jih + O(h)’
j#i
ze které ziskdme
p;(t) = _dii pi(t)+ z pj(t)d ji
j=i
Tento vyraz definuje systém rovnic, ktery je linearni z hlediska Laplaceovy transformace proménnych
a muze byt fesSen standardnimi technikami.

9.2. lustrace

Uvazujme systém zobrazeny na obrazku, jenz se pohybuje mezi stavy 1 a 2. RozloZeni pfechodu
' a ze stavu 2 do stavu 1 we ™. Ukolem bude uréit
pravdépodobnost, Ze systém bude ve stavu 1, popt. 2 v jakémkoliv daném Case t.

v case ze stavu 1 do stavu 2 je Ae
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Z ptedchoziho textu vime, Ze

Vyraz p,,(t) je pro nas neznamy. Avsak miZe byt urSen z ekvivalentnich relaci.

Pravdépodobnost, Ze systém ziistane ve stavu i vVt = 07, je dina tim, Ze systém je ve stavuiv t = 0

d

d, .
dt

Podobné pravdépodobnost, Ze systém piejde ze stavu i do stavu jv t = 0" je dana tim, Ze je systém ve

stavuivt=20
d
d, = —.
dt
Dale
d _x
[ _E( )(1:0 =1
d it
diy _E(l_ )(1—0 =4
a podobné
d, = pu
d, = u

Dale miizeme psat

pi’j (t) = _djj P (t)+ z Pi (t)dkj ’

k#j

pouzitim Laplaceovy transformace obdrzime

sP;(s)—P;(0)=—d ;P (s)+ > P, (s)d .

k=#j

kde
P,(0)=1proi=jaP(0)=0proi=j.

Potom
SF)n (S)_l = _lpn (S)+ ;UP12 (S)

P, (S) =—uP, S)+ AP, (S)
P, (S)_l = —uP,, (S)+ AP, (S)
P, (S) = —AP, (S)+ 1Py, (S)
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Zapsano v maticové forme

S+A —u 0 0 [|P,(s)

-4 s+u O 0 (|P,(s) o
0 0 s+u -—a|P,(s) B
0 0 —u s+A||Py(s)| |0

Po vyteseni a provedeni inverzni transformace ziskame

PR
P (t)= —2—+ g lAeuh

_/1+,u A+ u
A A e
plz(t): - € (ol
A+u A+ u
A Gear
pzz(t): + - e G
A+u A+u
M H —(a+
p21(t): - ¢ G
A+u A+ u

Nyni najdeme bezpodmine¢né stavy pravdépodobnosti p,(t) pro kazdy stav i. Mizeme tedy psat
p'j(t) = —d i pj(t)+ Z pi(t)dij :
j=i

Po pouziti Laplaceovy transformace na obou stranach rovnice ziskame

sP,(s)-p,(0)=—-d;P,(s)+> d,P(s),

[E]

tj.
1 [ ]
Pj(s): |pj(0)+zpi(s)dij |-
s+djL v ]
Vezmeme p, =0a p,=q=1-p.Mame
d, =41
d, =1
dyp = u
d21:/u
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na feSeni,

_(s+u)p+uq
P(s)="—"—"—+
s(s+u+4)
b.(s) = q(s+A)+ Ap
? s(s+u+ A1)
po inverzni transformaci ziskame
1 A
p.(t) = [t = (= (e + 2) pe~0)]
A+ u
1 (e
p,(t) = [+ (= (a + 2)pe 221)].
A+ u

9.3. Matice hustoty pirechodu

Matice A = Hd i H se nazyva matice hustoty pirechodu nebo matice miry piechodu procesu. Tato

matice ma nasledujici vlastnosti:

1. jeji nediagonalni prvky jsou nezaporné a diagondlni prvky jsou zaporné,

2. suma prvki v kazdém tadku je rovna nule, suma nediagondlnich prvkil je rovna sumé

diagonalnich prvkll s opacnym znaménkem.

Pro systém uvazovany v piedchozi ilustraci bude systém diferencidlnich rovnic v maticové formé

vypadat nasledovné:

P2, (), pL (), P (1), Py (0] = [Py (1), Py (2), Py (1), P (1)) .

kde
-2 4 0 0

um —p 00

0 0 -u u

0 0 1 -1
je matice hustoty prechodu A.
Také pro bezpodminecny stav pravdépodobnosti mame

-1 A

[p;(t), p3(0)] = [P, (). p, (1)

IR
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Zde je matice miry pifechodu A

-1 A

ST’

Matice P =1+ A hraje stejnou ulohu jako jeden krok v matici pfechodu pravdépodobnosti
u diskrétniho parametru Markovovych fetézch. Jestlize prvky matice A jsou konstanty, pak véty
zminéné v posledni ¢asti diskrétniho parametru Markovova fetézce jsou také aplikovatelné na spojity
parametr Markovova fetézce s tou zménou, ze pocet navstév daného stavu se stane celkovym cCasem,
ktery byl ve stavu straven.

Pro fetézec, ktery byl uvazovan v ilustraci, mame

-1 A
P=1+A=1+

-1 A
u l-u
PovSimnéte si, Ze suma fadkovych prvkd v matici P je rovna 1 jako u matice piechodu

pravdépodobnosti  diskrétniho parametru Markovova fetézce. AvSak zde P neni matice
pravdépodobnosti.

ST

o< | Reseny priklad
s yp

Méjme systém dan matici P

-2 22 oL
P=| u 1-(u+2) 2|2
0 0 13

Naleznéte:

e primérny ¢as za ktery se systém dostane do konecného stavu, je-li pocatecni
stav 1,

e prumérny Cas straveny ve stavu 2 piredtim, neZ se dostane systém do kone¢ného
stavu (pocatecni stav je 1).

Mame
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-ty
a
B 1 BA+u
P22 A+ u

A proto prumérny cas straveny pred dostanim se do koncového stavu, zacindme-li stavem 1,
je

31+ u
247

a cas straveny ve stavu 2, nez se systéem dostane do koncového stavu zacinajiciho ze stavu 1,
je

1
My = —
S Y L)

9.4. Generovani nahodnych cisel

Néhodna ¢isla jsou pozadovana ve vSech simulacich nebo ve studiich Monte Carlo. Piestoze slova
simulace a Monte Carlo jsou velmi ¢asto zaménitelné pouzivana, néktefi vyzkumnici mezi nimi
rozeznavaji rozdily. Slovo simulace je pouzivano lidmi, ktefi mluvi 0
experimentalnim modelu ménicim se v ¢ase. Ve shod¢ s ostatnimi je termin Monte Carlo omezeny na
uméle vytvoiené vybérové procedury, které vyuzivaji techniky redukujici rozptyl. Ackoliv je zde
rozdil mezi pouzitim téchto dvou termind, nahodna ¢isla jsou v obou téchto metodach stale pouzivana
a je pozadovan mechanismus generovani ndhodnych Cisel. Toto bylo v imyslu prezentovat v této ¢asti.

Skute¢na sekvence nahodnych ¢isel je ta, ktera se nikdy neopakuje a neni zde zadny specialni
predsudek vjejim znovu uziti. Metoda generovani téchto Cisel nebo proces majici skute¢nou
nahodnost vnitfnich elementii by byl skutecny jev (ikaz). Techniky, které jsou pouzivany na pocitaci,
pouzivaji deterministické algoritmy, a proto je tzv. pseudostochastické (pseudo = nepravy, stochastic =
nahodny) generovani to nejlepsi generovani, které jsme schopni ziskat. Ke zdtraznéni tohoto aspektu
jsou ndhodna Ccisla, kterd jsou generovana na pocitaci, nazyvana jako pseudonahodna a jsou
charakterizovana délkou sekvence, po které je dana sekvence opakovana.

Hodnota ndhodné veli¢iny je zavisla na vysledku nadhodné udalosti. Ndhodna veli¢ina X je dana
vztahem

P{X < x}=F(x),
kde x € R a F(x) je distribu¢ni funkce. Hodnoty néhodné veli¢iny jsou znamy jako pseudoniahodna
Cisla.

Dobry generator pseudonahodnych cisel by mél byt schopen generovat nahodna cisla, ktera spliuji
nasledujici vlastnosti:
1. cisla by méla byt stejnomérné rozloZena,

2. statisticky nezavisla,
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3. reprodukovatelna,
4. neopakujici se do pozadované délky,

5. vysoko-rychlostni generace,
Zarovei by generator mél mit co nejmensi pozadavky na pamét.

Jestlize ndhodna veli¢ina ma stejnomérné rozlozeni, pak také generovana nahodna ¢isla jsou nazyvana
jako stejnomérné rozloZena nahodna ¢isla.

Piedpokladejme, Ze ¢isla x,, X,,..., X, jsou hodnoty ndhodné veli¢iny X Vv nezavislém procesu. Pak se

sekvence nadhodnych ¢&isel {x,} nazyvd ndhodnd sekvence a ma stejnomérné rozloZeni na

jednotkovém intervalu 0 < x <1 za podminky, e relativni frekvence sekvence {x,} na (01) ma

nasledujici hodnotu

A CHL))

n—o n

=b-a,

kde v, =v_(a,b) je potet elementii v kone¢né subsekvenci x,,x,,..., x, pattici do intervalu (a,b)
vzaté z <0,1>. To také znamend, Ze hodnota pro inteval <O,1> ve vySe uvedeném vzorci mize byt 1.

Necht' néhodny vzorek ze standardniho stejnomérného rozdéleni je vyjadfen pomoci U (0,1). Ted

zvézime generovani nezavislych nahodnych proménnych podle U (0,1).
Existuje nékolik metod, které generuji nahodna ¢isla. Nékteré z nich jsou:
1. Inner Product Method (Von Neumann),
2. Lehmerova metoda,
3. Fibonacciho série metod,

4. Kongruentni metody.

9.5. Kongruentni metoda
Tato metoda je naprosto reprodukovatelna a pozaduje minimum pocitaové paméti. Dvéma celym
Cislim a a b fikame kongruentni modulo m, jestlize jejich rozdil je celé ¢islo a je nasobkem m.
Symbolicky mizeme psat a = b(mod m). Velmi uZite¢ny zdroj generace pseudonahodnych ¢&isel je
linearni kongruentni sekvence typu

X,,, = ax,+ #(mod m) proi=123,..,
kde x;,a, jsou nezaporna cela cisla.

Pak
X, = ax, + f(mod m)

x, = ax, + f(mod m)=a’x, +(a +1)B(mod m),
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podobné
X, = ax, + f(mod m)=a’x, + (@’ +a +1)8(mod m).

Obecné

Tedy zname x, (které je také nazyvano jako pocatek nahodné sekvence cisel), o, # a m, mizeme

tedy vy¢islit vSechna ¢isla v sekvenci x,, X, ,..., X, . Musi byt zaru¢eno, ze 0 < x, < m pro vSechna i.

Dokud jsou ¢éisla produkovana pomoci vyse uvedeného vzorce, pak by méla lezet v intervalu <0, m> ,

4 r r I w~r . r 4 W ~ X
k ziskani ndhodnych ¢isel mezi 0 a 1 musi byt x; déleno m, takze x, - —.
m

Pro dany generator a dané x, (pocatek) se délka nejkratSi subsekvence, po které je sekvence
opakovana, nazyva perioda pocatku pro dany generator, zatimco nejvétsi perioda jakéhokoliv
pocatku x, se nazyva perioda generatoru.

Z tohoto diivodu je Zadouci volit «, f,m a x, tak, abychom maximalizovali periodu generovanych

sekvenci. Pro B =0 se tato metoda nazyvd Multiplikativni-kongruentni metoda, jinak je znama
jako smisena-kongruentni metoda.

Pro jakékoliv programové simulace jsou z nahodnych c¢isel obecné pozadovana velmi velka Cisla. A
proto je dulezité mit velmi rychlé procedury generujici ndhodna Cisla na pocitacich. Toho mize byt
dosazeno pouze tehdy, jestlize pocitaCovy kod je napsan piimo ve strojovém jazyce. AvSak v roce
1979 Schrage ukazal, Ze kod pro pseudondhodna ¢isla miize byt zapsan také v jazycich vyssi urovné,
které produkuji stejné vysledky na jakémkoli pocitaci. Schrage pouzil multiplikativni kongruencni
metodu ke generovani nahodnych cisel, ktera nebyla uspokojiveé nalezena v extrémech rozlozeni.

Wichmann a Hill [Wichmann B.A. a I.D. Hill An Efficient and Portable Pseudo-random Number
Generator in Applied Statistics Algorithms, pp. 238 — 142, vydano Ellis Horwood Limited, Chichester,
1985] poskytuje G¢inné a statisticky spolehlivé multiplikativni kongruentni algoritmy generujici
pseudonahodna &isla. Maji délku periody vétsi nez 6,95 -10", takZe, i kdyz budeme pouzivat 1000
nahodnych cisel za sekundu, sekvence se nebude opakovat diiv nez za 200 let. Ve skuteCnosti
Weichmann a Hill pouzivaji tfi jednoduché multiplikativni kongruentni generatory. Kazdy pouziva
prvocisla pro sviij modul a zakladni kofen pro sviij nasobitel, ktery garantuje kompletni cyklus. Poté
jsou tyto tii vysledky secteny a zanedbatelna ¢ast je odectena. Pied zacatkem procedury jsou nahodné
vybirand 3 cela ¢isla mezi (1, 30000), ktera jsou pozadovéana k dodani do pocitace. Weichmann a Hill
rovnéz poskytli kod zapsany v jazyce FORTRAN 77, ktery je rovnéz dostupny v uvedené literatute.

Také muzeme generovat pseudondhodnd cisla podléhajici jinym rozdélenim - normalnimu,
exponencialnimu, gamma, atd.
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z Shrnuti kapitoly 9.

Necht’
{X, :t>0}

reprezentuje spojity nahodny parametr Markovova fetézce s m diskrétnimi stavy. Pro t > s > 0 a stavy
i & necht

v
—_——
X
Il
—
>
»
Il
=
Il
o
—_
w
—
~—

coz je pravdépodobnost, Ze proces je ve stavu j V ¢ase t a byl dan procesem, ktery byl ve stavu i v ase
S.

Pravdépodobnost  p; (s,t) je nazyvina piechodovou pravdépodobnostni funkci Markovova

Fetézce.

Pfedpokladame, ze pj(t) existujea h — 0, pak:

oy Py(teh)—py(t)
pij(t)zltho : h : __d p Z p.k

k= j

Pro vSechny stavy i a j tato rovnice dava systém diferencialnich rovnic, jejichz feSenim ziskame
pravdépodobnosti ptechodu.

p/(t) pro kazdy stav i piijmeme stejny

K ziskani bezpodmine¢nych stavovych pravdépodobnosti

divod, ktery byl jiz pouzit v odvozeni predchazejicich rovnic. Takze mame

p 4 )= p, (01— d 1)+ 3 p (0 b+ o),

Jil

ze které ziskame

p;(t) = _dii pi(t)+ Z pj(t)d i
j#i
Tento vyraz definuje systém rovnic, ktery je linearni z hlediska Laplaceovy transformace proménnych,
a muze byt feSen standardnimi technikami.

Skute¢na sekvence nahodnych ¢isel je ta, kterd se nikdy neopakuje a neni zde zadny specialni
predsudek vjejim znovu uziti. Metoda generovani téchto cisel nebo proces majici skutecnou
nahodnost vnitinich elementt by byl skutecny jev (tkaz). Techniky, které jsou pouzivany na pocitaci,
pouzivaji deterministické algoritmy, a proto je tzv. pseudostochastické (pseudo = nepravy, stochastic =
nahodny) generovani to nejlepsi generovani, které jsme schopni ziskat.

Kongruentni metoda je naprosto reprodukovatelna a pozaduje minimum pocitacové paméti. Dvéma
celym ¢islim a a b fikdme kongruentni modulo m, jestlize jejich rozdil je celé ¢islo a je nasobkem m.
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Symbolicky miizeme psat a = b(mod m). Velmi uZite¢ny zdroj generace pseudonahodnych &isel je
linearni kongruentni sekvence typu

X,,, = ax, + A(mod m) proi=123,..,

kde x,,a, 8 jsou nezaporna cela Cisla.

? Otazky 9.

1. Co je to ptechodova pravdépodobnostni funkce Markovova fetézce?
2. Jaké vlastnosti ma matice hustoty prechodu?

3. Popiste kongruentni metodu generovani nahodnych ¢isel.
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10. DVOUFAKTOROVA ANALYZA ROZPTYLU

@ Cas ke studiu: 1 hodina

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

® Seznamite se s dal$imi moznostmi analyzy rozptylu, tj. s moznostmi ovéfeni vlivil
dvou faktort (neinteragujicich, interagujicich) na sledovany jev.

Vyklad

10.1. Uvodni poznamky

Zminme tvodem alesponn zbézné zakladni myS$lenku analyzy rozptylu. Mame-li k dispozici n&jakou
skupinu vysledki, kterou muzeme roztiidit podle n€kolika riznych hledisek, pak pomoci analyzy
rozptylu rozdélime také celkovou variabilitu mezi pozorovanimi na slozky odpovidajici jednotlivym
hlediskiim tfidéni. Testovanim vyznamnosti téchto slozek dale urcime, ktera hlediska tfidéni se
vyznamn¢é podileji na celkové variabilit¢ mezi daty. Pfitom pro data predpokladame urcity model
S danymi parametry a vlastnostmi.

Tridéni dat pak lze provadét podle jednoho ¢i vice hledisek (faktori). Nasim tkolem zde bude
podrobnégji prozkoumat problematiku analyzy rozptylu pii tfidéni dle dvou faktorti. V rdmci
dvoufaktorové analyzy rozptylu si pfiblizme nasledujici pojmy:

e podtiidy — jednotlivé kombinace Grovni obou faktort,

e pokusy bez opakovani / s opakovanim — pro kazdou podttidu bylo provedeno jediné / vice
pozorovani,

e u pokusi s opakovanim lze definovat pokusy se stejnym / riznym poctem pozorovani
v kazdé podtiidé,

e pokud se vlivy obou faktorti neskladaji aditivng, fikame, Ze existuje interakce mezi faktory.

10.2. Ttidéni dle dvou faktortu bez opakovani

V této kapitole budeme piedpokladat, Ze interakce mezi obémi faktory neexistuje.

Uvazujme ptipad, kdy prvni faktor je sledovan na p urovnich a druhy faktor na g arovnich. Oznacime-
li jednotliva pozorovani symbolem x;, kde i = 1,2,...,paj=1,2,..., q, pak N = pg znaci celkovy pocet

pozorovani. Pro kazdé pozorovani dale predpokladejme, ze

Xy =M+ & +1n,+&,
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kde u je celkova stfedni hodnota, & vliv prvniho faktoru na i-té Girovni, #; vliv druhého faktoru na j-té
urovni a & je ndhodna chyba. Pro o¢ekdvanou hodnotu kazdého pozorovani tedy plati vztah

E [xij]:y+§i +17;
a budeme uvazovat situaci, kdy jednotlivd pozorovani jsou nekorelovana a normalné rozdélena

kolem stfednich hodnot danych vyse uvedenym vzorcem se spoleénym rozptylem o°. Veli¢iny & a 7j
tedy odlisuji stiedni hodnoty v jednotlivych podtfidach a budeme dale predpokladat, ze

p q
> &=0adn,=0.
i=1 j=1

Ozna¢me symbolem S celkovy soucet ¢tvercti odchylek vSech pozorovani od celkového priméru

ozn

Lze ukazat, ze plati nasledujici rozklad
S=8,+35,+5,,

kde

S, =Z(Xij _)Ti-_i-j+i)2’
i
pri¢emz X,

resp. x,; znaci fadkovy, resp. sloupcovy priimér. Oznacime-li dile symbolem T, , resp.

T, fadkové, resp. sloupcové soucty, tj.

omn P

q
X, resp . T =0 %,
j=1 i=1

ozn

T..

a symbolem T celkovy soucet. tj.
T=>%,
i

pak fadkovy, resp. sloupcovy primér dostaneme jako
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a celkovy primér jako

_ T
X=—,
N

Diky vySe uvedenym vztahiim pak jednoduse odvodime, Ze

R P TED NE PP LA A
= X, —2x) x.+x = X, —2— = x, - —,
— i ~ i ~ ~ i N Nz ~ i N
2 oo L o2 T T T o
Si:qzxi-_quzxio+qx leqzq_z_zqﬁz q + Nx* =
1 , _T? T2 1 , T°?
=3V T? P 2— 4 N—==N5T2_-—,
qz.: S VERVE qz,: "N
S,=p> X -2pxX). X, + px'Y 1= ZT‘ZJ—z —y Nyz_lZTz_zﬁH\li_
j_pj.j pj.j p j _pjpz pNJp _pj°j N Nz_
1 , T’
=—N'7° - —
p; YN
a
1 1 T?
S, =YX —=>Ti-=YT7+—.
r IZJ ij qzl ie pzj oj N

Posledni rovnost neni kvuli pfehlednosti textu odvozovana. Prostfednictvim téchto vzorct se velmi
usnadni numericky vypocet pozadovanych souctti. Jen dopliime, ze jednotlivé soucty nazyvame:
o S;—soucet ¢tvercli mezi Fadkovymi priaméry s (p — 1) stupni volnosti,

e §j—soudet ¢tvercii mezi sloupcovymi priaméry s (q — 1) stupni volnosti,
e S, —rezidualni soucet ¢tvercu.

Ozna¢me symbolem r pocet stupniit volnosti rezidualniho souctu S;. Protoze celkovy soucet Sma (N —
1) stupnt volnosti, plati pro r vztah

r=N-1-(p-1)-(q-1)=pg-p-qg+1=q(p-1)-(p-1)=(p-1)(a-1).

s, ,
a —— plati

Lze dokazat, ze pro podily
p-1 q-1
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Eriw_ ., Zgiz

p-1) 77
a

Eriw_ 2 &

Lq_lj—a +pq_1

Odtud, plati-li hypotézy
¢i=0ap;=0proi=1..,paj=1..4q,

jsou tyto podily nestrannymi odhady rozptylu o°. Pomér kazdého ztéchto podili a podilu
S

r

(p-1)a-1)

hypotéz hodnotou veli¢iny s Fisherovym-Snedecorovym rozdélenim F o [p-1,(q-1)(p-1)] a

(tzv. rezidualniho odhadu rozptylu) je za situace spravnosti obou vySe uvedenych

[q-1,(q—1)(p-1)] stupnich volnosti. Testovaci kritérium F se pak pouZije k testovani obou
hypotéz. Nyni si vy$e uvedené poznatky uspotradejme do tabulky.

Zdroj ménlivosti | Soucet ¢tvercii | Stupné volnosti Podil Test. kritérium F
S, M S,
mezi Fadky S, p-1 M S, =—"— E =
p-1 M S,
S. M S,
mezi sloupci S, q-1 M S, N F =
qg-1 M S,
itf podtiid S (p-1)g-1) | M S >
uvnitr poatri ‘ p- q- [ E—————
(p-1)q-1)
celkem S N -1

10.3. Tridéni dle dvou faktorii s opakovanim
Na rozdil od piedeslé podkapitoly pFedpokladejme, Zze interakce mezi obéma faktory existuje.

Budeme uvazovat situaci se stejnym poctem pozorovani v kazdé podtiidé. Oznacime-li pismenem n
konstantni pocet pozorovani v kazdé podtfidé, pak mame k dispozici celkovy pocet N = npq

pozorovani, Jednotlivad pozorovani tedy budeme znacit symbolem x_ , kde k=1,...,n.

Z ptedpokladu interakce fadkovych a sloupcovych vlivil pak plyne rovnost

ijk

Xge = H+ &+ + A + &5,

kde vlivy 2, pfedstavuji systematickou odchylku kazdého pozorovani x;, od aditivniho modelu

sttedni hodnoty x + & +7,. Opét predpokladejme nekorelovanost pozorovani a jejich normalni
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rozd&leni kolem stiednich hodnot s identickym rozptylem o *. Podobné jako v minulé podkapitole
budeme dale predpokladat, ze plati

2e =2 = =24 =0,

]

Rozklad celkového souctu S ctverci odchylek jednotlivych pozorovani od celkového priméru, tj.
s=> (xijk - X)°, ma nyni tvar
i, j.k

S=S +Sj+Sij+Sr,

kde pro jednotlivé s¢itance plati vztahy
ozn p )
Si = nqz(flo_)?) 1
i=1
oz q )
S, = an(x_j -x),
j=1

ozn _ _ _ _\2
Sij = nE (Xij = X, =X, —x)
i

Sro: an()?ijk _)?ij)z’

ij.k

pficemz znaci-li T; soucet pozorovani v prislusné podttide, t;.

je X. , tj. pramér n pozorovani v této podtiidé, dan jako

ij 2

Xij =

Ti
n

Dalsi vztahy jsou podobné t¢ém z minulé podkapitoly. Oznacime-li

ozn ozn ozn
Ti-:ZXijk’Tnj:ZXijk a T:ZXijk’
ik ik

ijk

pak plati
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Analogicky Ize odvodit vzorce pro uleh¢eni numerickych vypoctl ve tvaru

2

S—Zx“k——,

i,j.k
2

S =—NYT°-—
1 nqzl le

2

1
(ORI E

n

Si.——ZTU ——ZT ——ZT +—

Z uk__z i

0k

Nyni opét vypoctéme pocet stupiii volnosti r rezidualniho souctu S, . Protoze S, ma (p — 1) stupit

volnosti, S; mé (q — 1) stupfi volnosti, S; ma pg—p—q—1=(p—1) (q— 1) stupiiii volnosti a S
ma (N — 1) stupiii volnosti, pak pro r plati

r=N-1-(p-1)-(q9-1)-(p-1)0g-2)=N-p-p(a-1)=N-pqg.

Protoze
&l
Eri—| =o’+nq Z':
-1 p-1
K
Eri1=02+np L
la-1] p-1
a

E|——Sij —|:o'2+n—izjﬂ§
(p-1a-1) (-1G-1)

pak, plati-li hypotézy
&=0,p,=0a 4, =0proi=1..,p a j=1..q,

jsou tyto podily —, L a : nestrannymi odhady rozptylu o ?. Pomér kazdého

p-1 gq-1  (p-1)(g-1)

Z téchto podilti a podilu

je za situace spravnosti tfi vySe uvedenych hypotéz hodnotou
N — pq

veli¢iny s Fisherovym-Snedecorovym rozdélenim F o [p—l, N — pq], [q—l, N — pq] a
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[(q -1)(p-1), N - pq] stupnich volnosti. Testovaci kritérium F se pak znovu pouzije k testovani

vsech tii hypotéz. Opét si mlizeme vytvofit tabulku analyzy rozptylu.

Zdroj ménlivosti | Soucet ¢tverci | Stupné volnosti Podil Test. kritérium F
S, M S,
mezi iFadky S, p-1 MS =—— F =
p-1 M S,
. . Sj M S,
mezi sloupci S q-1 MS, =—— F=
q-1 M S,
interak S (p-1)a-1) | M s ad e M3
interakce i - - = =
’ T T (p-1a-1) us,
SI’
uvniti podtifid S, N - pq M S =
N - pq
celkem S N -1
N

° Reseny piiklad
'\ yp

V tabulce jsou uvedeny vysledky pokusu, pii kterém byla stanovena koncentrace Zeleza ve
standardnim roztoku Zeleza obsahujicim 2,95% Zeleza deseti rliznymi studenty, pficemz
kazdy student provedl vzdy jedno stanoveni pomoci péti riznych metod.

Metoda
Student A B C D E
1 2,963 | 2,996 | 2,979 | 2,970 | 2,979
2 2,958 | 2,964 | 2,955 | 2,932 | 2,941
3 2,956 | 2,945 | 2,963 | 2,950 | 2,975
4 2,948 | 2,960 | 2,953 | 2,944 | 2,950
5 2,953 | 2,961 | 2,961 | 2,953 | 2,949
6 2,941 | 2,940 | 2,931 | 2,942 | 2,930
7 2,963 | 2,928 | 2,925 | 2,940 | 2,934
8 2,987 | 2,989 | 2,988 | 2,983 | 2,974
9 2,946 | 2,950 | 2,955 | 2,969 | 2,954
10 2,956 | 2,947 | 2,947 | 2,960 | 2,954

Budeme tedy provadet dvoufaktorovou analyzu rozptylu u pokusii bez opakovani, protoze
kazdy student stanovil kazdou metodou hodnotu zeleza prdve jednou. V nasem pripadé
vystupuji faktory student a metoda. Budeme zkoumat, jak vyznamné se oba faktory podileji
na riiznorodosti vysledkii. Diilezitymi predpoklady jsou nekorelovanost jednotlivych méreni
a jejich normalni rozdeéleni s identickym rozptylem. Budeme zde také predpokladat, Ze oba
faktory mavzdjem neinteraguji, tedy vidime se predpokladem, Ze mepresnost stanoveni
hodnoty zeleza nesouvisi napriklad s tim, Ze by student nékterou z metod dostatecné
neovladal nebo ji nerozumél. Nasim ukolem je odpovédet na otdzku, zda variabilita mezi
Jednotlivymi stanovenimi je zpiisobena riiznou presnosti nékteré z metod nebo také riiznou

schopnosti presného méreni u studentii. Oznacime vliv i-tého studenta symbolem &, a vliv j-

té metody n ;. Stanovme nejprve nulové hypotézy a alternativy:
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tj. nulové hypotézy rikaji, ze viiv studentit v danych urovnich a vliv metod v danych urovnich

je nulovy. Provedeme analyzu dvéma zpiisoby, a to numericky a s pouzitim statistického
softwaru.

Analyza pomoci numerickych vypoctii.

Dilci vysledky nebudeme zaokrouhlovat, nebot by tim dochazelo k vyznamnému zkresleni.

1. Polozimep = 10, q = 5 a vypocteme N = pq = 50.
10 5
2. Vypocet sumy ctvercii jednotlivych pozorovani: " xij2 = 436 ,857449

i=1 j=1

5
3. Vypocet Fadkovych souctit T, = > x;, i=1,.,10:
-1

T T

le

2e T30 T4- T50 TG. T7o T80 T . T .

14,887 | 14,75 | 14,789 | 14,755 | 14,777 | 14,684 | 14,69 | 14,921 | 14,774 | 14,764

T, T, T, T., T

29,571 | 29,58 | 29,557 | 29,543 | 29,54

10
5. Soucet ctvercii Fadkovych souctii pies vsechny radky: " T.. = 2184 ,268513 .

i=1

5
v o . voo v v . 2
6. Soucet ctvercii sloupcovych souctii pres vsechny sloupce. z T,; = 4368 ,437139
j=1
10 5
7. Celkovy soucet vSech pozorovani: T = 3" T, =Y T, =147 791 .
i=1 j=1
8. Soucet ctvercii S; :
12 T2 1 147 ,791°

;==Y T2-—=—.2184 268513 — ————=1,01010898 -10 .
57 N 5 50

S

9. Soucet ctvercii S;:

18, T 1 147 ,791° »
S, =—> T - —=-—-4368 ,437139 - ————=1,2028 -10
N 10 50
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10. Celkovy soucet ctvercit S:

2L T’ 147 ,791°

S=> Y x5 — —=436 857449 - ————=1,385538 -10 °.
=" N 50
i=1 j=1

11. Rezidudlni soucet ctvercii S :

S,=S-S,-S,=1385538 -10° —1,01010898 -10 *-1,2028 -10 ' =3,62612 -10

Vypoctené soucty zapiseme do tabulky analyzy rozptylu a spocteme zbyvajici polozky v
tabulce

Zdroj ménlivosti Soucet Stupn& Podil Test b-
étverci volnosti kritérium F | value
rozdily v hodnotach pri
mérfeni jednotlivych 1,0101 -107° 9 112322 -10°° 11,151 < 0,001
studentii
rozdily v hodnotach pri
méfeni pomoci danych 1,2028 -10°* 4 3,007 -10° 0,299 >0,25
metod
rezidudlni 3,62612 -10° 36 1,00725 -10 "
celkovy 1,385538 -10 ° 49

Z jednotlivych hodnot p-value usoudime, Ze

o viiv jednotlivych studentii pri méreni hodnoty Zeleza ve vzorku lze povazovat za
podstatny, je tedy patrny rozdil v presnosti méreni studenti,

o aviak nelze tvrdit, Ze by uzité metody podstatné ovliviiovaly vysledek mérent.
Jinymi slovy, riiznost vybérovych priméri pri uziti danych metod Ize pricist nahodnému

kolisani, ale riznost vybérovych pruméru méveni jednotlivych studentii je zpiisobena
nestejnymi strednimi hodnotami. Nezamitame tedy hypotézu n,=n,=..=n,=0 a

zamitame hypotézu & =&, =...=¢&, =0.

Analyza pomoci statistickeho softwaru.

Diky dnesnimu statistickému softwaru lze velmi snadno obdrzet tabulku analyzy rozptylu bez
jakéhokoli nami provedeného numerického vypoctu. Pro nasi ulohu jsme pouZili program
JMP IN. Vysledky samoziejmé piné koresponduji s predeslymi numerickymi vypocty. Ziskali
Jjsme nasledujici tabulku dvoufaktorové analyzy rozptylu (v o néco madlo jiném tvaru nez jsme
si odvodili v textu):
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[Analysis of Variance ]

Source DF  Sum of Sguares  Mean Sguare F Ratio
hodel 13 0,01022926 0,000757 78120
Error 36 0,00362612 0,000101 Prob=F
 Total 49 0,01385538 = 0001

Obdrzime i tabulku efektii obou faktorii:

rectres

source Nparm DF Sum of Sguares F Ratio Prob=F
student g 8 001010898 11,1513 =,0001
metoda 4 4 0,0001 2028 0,2985 08770

s

Z posledniho sloupce vyse uvedené tabulky vycteme hodnoty p-value. Je ziejmé, Ze ucinime
naprosto shodny zaver jako pri  numerickém vypoctu. Nezamitneme hypotézu

n,=n,=..=n; =0 azamitneme hypotézu & =&, =...=&, =0.

10.4. Zavérecné poznamky

Uved'me zde jeste par diilezitych ¢i zajimavych bodu tykajicich se analyzy rozptylu:
e Pfi slozitéjsi analyze s vyskytem vice faktori ndm vyznamné klesa rezidualni rozptyl a tim
roste sila testu.

e Pii tfidéni dle dvou faktori bez opakovani nutné musime predpokladat model bez interakci.
V tomto piipadé totiz nezname odhad rozptylu o° vznikajiciho diky variabilité mezi
opakovanymi vysledky uvniti podttid. Jestlize tedy pii situaci bez opakovani existuje
interakce mezi obémi faktory, je jeji piispévek plné€ zahrnut v reziduu.

e Pfipadné odchylky od normality rozdéleni dat, které mohou nastat ve vétSin€ experimentd, jen
velmi slabé ovliviuji F-testy uzivané pii analyze rozptylu.

o Vysledky dosazené analyzou rozptylu zavisi na ptesnosti ptedpokladii tykajicich se vlastnosti
zavedeného modelu. Neopomenutelnymi predpoklady jsou pak nekorelovanost a konstantni
rozptyl vSech pozorovani.

) | otazky 10.

1. V ¢em spociva vyhoda dvoufaktorové analyzy rozptylu oproti analyze jednofaktorové?
2. Co to znamena, mluvime-li 0 pokusech s opakovanim (bez opakovani)?

3. Jakeé ptedpoklady musi byt splnény, chceme-li pouzit dvoufaktorovou analyzu rozptylu?
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1 %| Ulohy k Feseni 10.

Analyticka laboratof disponuje dvémi méficimi soustavami. V laboratofi pracuji celkem 4
laborantky. Jeden vzorek o koncentraci 1é¢iva 140 pl/ml byl piipraven vSemi
laborantkami a zméfen na obou soustavach. Je tfeba rozhodnout, zda kvalitu stanoveni
ovliviuji laborantky ¢i pfistroje.

Data: zmétené obsahy 1éCiva [ug]:

Soustava I | Soustava Il
1. laborantka | 140,05 140,28
2. laborantka| 140,36 140,06
3. laborantka| 139,95 140,10
4. laborantka| 140,09 140,15

Ve firmé Life a.s. Hradec Kralové probéhla v roce 1999 klinicka studie, jejimz cilem bylo
posoudit bioekvivalenci dvou uroxylovych ptipravki — UROXAN a UROLON. Studie
probihala na tfech centrech — Hradec Kralové , Brno a Praha.V kazdém z center bylo do
studie zatazeno 16 dobrovolnikl , kterym byly jednorazové podavany oba piipravky s
wash-out periodou jeden tyden. V kazdém centru vzdy 6 dobrovolnikt vzalo jako prvni
ptipravek UROXAN a druhy UROLON a 6 dobrovolnikl vzalo tyto pfipravky v opacném
potadi. Po kazdém podani piipravkli byly dobrovolnikiim mimo jiné méteny hladiny
hemoglobinu. Pomoci analyzy rozptylu urcete, zda jsou hodnoty hemoglobinu v krvi po
podani prvniho pfipravku ovlivnény podavanym piipravkem ¢i centrem.

Data: Hladina hemoglobinu [g/1] po podani 1. pfipravku:

Poradi Cislo Hradec Kralové Brno Praha

pripravku dobrovolnika

1 138 135 137

2 126 174 123

3 141 157 124

UROXAN 4 151 136 152

- 5 163 137 138

UROLON 6 139 140 144

7 146 136 148

8 144 144 141

9 126 143 151

10 132 142 142

UROLON 11 163 125 168

- 12 145 155 167

UROXAN 13 142 149 143

14 159 153 139

15 130 137 147

16 139 133 131
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ﬂgﬂ KLIiC K RESENI

1.

Ani jeden z faktort — laborantky (p-value=0,824) ¢ i soustavy (p-value=0,830) nemaji vliv na
kvalitu méfeni. Rovnéz efekt interakce je nevyznamny.

Dvoufaktorova analyza rozptylu s opakovanim prokazala, ze druh podaného uroxylového
ptipravku (tzn. zda byl dobrovolnikovi podan UROXAN ¢i UROLON) (p-value=0,579) ani
jednotliva centra (p-value=0,981) statisticky neovlivnila hladinu hemoglobinu v krvi
dobrovolnikt .
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11. LOGISTICKA REGRESE A JEJi UZITIi PRO DISKRIMINACI

@ Cas ke studiu: 1,5 hodiny

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

e V této kapitole se seznamite S metodikou logistické regrese a s jejim uzitim pro
diskriminacéni analyzu.

Vyklad

11.1. Uvod

V praxi jsme Casto postaveni pred problém zaradit jisté objekty do pfedem vymezenych skupin.
K tomuto ucelu mame k dispozici namétené urcité znaky na téchto objektech a nasim tikolem je na
zaklad¢ znalosti hodnot téchto znakd zaradit predloZzeny objekt do nékteré skupiny. K feSeni tohoto
problému lze pristupovat nékolika zpiisoby. Budeme ptedpokladat, ze kazdy objekt patii do jedné ze
dvou skupin (ozna¢me je 0 a 1). Problém diskriminace budeme fesit pomoci modelt logistické regrese
(LR).

K sestaveni rozhodovaciho pravidla mame k dispozici obvykle n testovacich objektt, na kterych
mame naméfeny prislusné znaky a o kterych bud vime anebo nevime, do které skupiny patii (v
zavislosti na zvoleném modelu). Naméfené znaky necht jsou reprezentovany p-rozmérnymi
ndhodnymi vektory X, ..., X, a pfisluSnost i-t¢ho objektu k dané skupiné¢ necht’ je vyjadiena
hodnotou nahodné veli¢iny Y;, kterda nabyva hodnot 0 nebo 1, podle toho, do které skupiny dany
objekt nalezi. U nového objektu, ktery chceme zafadit na zakladé vytvoreného rozhodovaciho
pravidla, necht jsou namétené¢ znaky reprezentovany p-rozmérnym nahodnym vektorem X a
rozhodnuti hodnotou nahodné velic¢iny Y.

o Statistické rozhodovaci funkce

Jednotlivé diskriminaéni procedury budou odvozeny na zakladé teorie statistickych rozhodovacich
funkeci, kterou na tomto miste stru¢né pripomeneme.

K nalezeni optimalniho rozhodovaciho pravidla bude vyuzito bayesovského ptistupu. Roli neznamého
parametru, o jehoZ hodnoté chceme rozhodnout, bude hrat nahodna veli¢ina Y e {0;1}, ktera ma
pravdépodobnostni funkci q(y). Rozhodnuti bude provadéno na zakladé hodnoty ndhodného vektoru
Xe R”, jenz ma hustotu r(x). Podminénou hustotu X za podminky Y=y oznalime r(x| y). Necht’

5 :R” — {0;1} je rozhodovaci funkce a H je mnozina vSech funkci & : R” — {0;1}. Ztratovou
funkci zavedeme jako

0, pokud Y = &§(X)
1, vV opa cpac prripad

131




11. Logisticka regrese a jeji uziti pro diskriminaci

Rizikova funkce je definovana jako

R(y.6)= E[L(r.6(x)|r]= [2(r.5(x))-rla|y)dx

Bayesovské riziko se urci jako

Optimalni rozhodovaci funkei 5 potom dostaneme jako

5 = arg min p(é‘)
deH
Ozna¢me podminénou pravdépodobnostni funkci Y za podminky X=x jako p(y|£). Necht’
p(l|§)= P(Y :1|L: x)=r(x) a p(0|5): P(Y = O|L: x)=1-z(x). Existuje-li pro viechna

Xe R’

A

§(x) = arg min E[L(Y. 60X = x]= 3 LY, 6(0)- plyle),

SeH y=0

Ize snadno s pomoci Bayesovy véty ukazat, ze 5 =5 . PHimym vypodétem lze dale nalézt
vyjadteni rizikové funkce a bayesovského rizika:

R(0.6)=P(s(x)=1]r =0),

R(1,8)=P(5(x)= 0]y =1),

p(0)=PE(X)=1,Y=0)+ P(5(X)=0,Y =1).

Vidime tedy, ze bayesovské riziko lze v této situaci interpretovat jako pravdépodobnost
Spatného rozhodnuti o hodnoté Y, tj. o zafazeni daného objektu do skupiny. Déle budeme
bayesovské riziko nazyvat jako pravdépodobnost chyby.

Logisticka regrese

U linearniho modelu, kterym jsme se doposud zabyvali, byla vysvétlovand proménna spojita.
Nyni se pokusime vysvétlit chovani 0-1 veliiny, ktera modeluje nevyskyt &i vyskyt
sledovaného jevu. Stejn¢ jako u linearniho modelu budeme vyjadfovat stfedni hodnotu
vysvétlované proménné jako funkci nezavisle proménnych. Tentokrat bude tato stfedni
hodnota rovna pravdépodobnosti jednicky, tedy pravdépodobnosti vyskytu sledovaného jevu.

11.2. Tvar zavislosti

Uvazujme nezavislé nahodné veli¢iny Y1, ..., Yy S alternativnimi rozdélenimi s parametry u. .

Streni hodnoty jsou totozné s pravdépodobnostmi x,, ty mohou zaviset na né&jakych
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nendhodnych doprovodnych veliinach x,, . Je ziejmé, Zze plati DY, = u, -(1-,). To je

prvni podstatny rozdil v porovnani s normdalnim linearnim modelem, kde byl rozptyl
konstantni.

Pokud bychom piedpokladali, jako v linearnim modelu, zavislost tvaru
,Ll[. =EY,' :ﬂ"xi. !

bude problém s interpretaci, protoze nelze zarucit, ze pro libovolné x., bude u, lezet

vintervalu (0;1). Hledejme tedy jiny interpretovatelny tvar zavislosti a motivaci hledejme
Vv odhadech maximalni vérohodnosti.

Pravdépodobnosti dvou moznych hodnot Yi=1 a Y;=0 Ize souhrnn¢ psat jako

P(Y, = j)=pu’-(1-u)", j=0l.

Logaritmickou vérohodnostni funkci Ize tedy zapsat

fp)=m [T w" (0=u)"
i=1

- X (Yi'hlﬂi+(1_Yt)'hl(1_ﬂi))

Jak je vidét, pozorované ndhodné veliCiny se v logaritmické vérohodnostni funkci projevuji
pouze v soucinech s vyrazy log (x, /(1- u,)). Podil

i

i

P (v, =1)

— 'Lli —
ol l-u, P_(r,=0)

i

ma bezprostfedni interpretaci. Porovnavéa pravdépodobnost jednicky (vyskyt sledovaného
jevu) a nuly (nevyskyt jevu). Pro tento podil se v anglictiné pouziva vyraz odds. Tomu
odpovida esky termin Sance. Samotné funkei 7 = In (u/(1 - 1)) se fika logit.

Predpokladejme specialné, Ze logit pravdépodobnosti je linearni funkci nezndmych parametra
Ui(ﬂ): ﬁ"'xi. :

Neékdy se 1 v tomto obecném zapisu systematicky uvadi absolutni ¢len, protoze, jak uvidime,
ne vzdy jej budeme schopni odhadnout. Pak se misto regresni matice X uvadi matice (1, X).
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Stfedni hodnotu pak v naS§em modelu mizeme vyjadtit ve tvaru
e'l,(ﬁ) eﬂhxi 1

/ui(ﬂ): = D e !
tee™ e

coz zaruci, Ze plati 0 < u, <1 a odstrani tak jeden z naznaCenych problémi.

11.3. Odhad parametri

Naznacme jest¢ odhad parametrti metodou maximalni vérohodnosti. Protoze plati

0 0 e’
—h(l-pg)=———h({+e")=- =—u,
on, ( ) on, ( ) 1+e”

a logaritmickou vérohodnostni funkci jsme upravili na tvar

n

By, B)= z Y, (B, B)+ > (1=, (B, B)),

i=1 i=1
jsou parcialni derivace logaritmické vérohodnostni funkce rovny

Y4 " o¢ 0On, "
° _iz (Y;_/ui(ﬂwﬂ))'xi- '(1)
0 i-1 01, 0 i=1 -

Snadno zjistime, Ze plati

odkud dostaneme

Kdyz zavedeme diagonalni matici rozptyld jednotlivych pozorovani

D(B) = diag {u, (1= pt, )it (1= 2, )},

mizeme Fisherovu informa¢ni matici (vzhledem k ®) zapsat jako
1(8)=X'D(B)X
=2 1 (BN =, (B))x,, - x,
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Vzhledem k tomu, Ze matice D je pozitivné definitni, je Fisherova informaéni matice pfinejmensim
pozitivné semidefinitni a v pfipadé uplné sloupcové hodnosti matice X dokonce pozitivné definitni.
Tato skutecnost usnadnuje iteracni feSeni soustavy normalnich rovnic.

Oznaéme feSeni normalni rovnice (?) jako b. Asymptotickou variaéni matici je inverzni matice
k Fisherové informaéni matici. V praxi pfi jejim vypoctu za neznamé parametry do J (/3 ) dosadime

odhady metodou maximalni vérohodnosti, které jsou konzistentni, takze také J(b) je konzistentnim

odhadem J (,B ) Vsimnéme si, Zze na rozdil od linearniho modelu v asymptotické matici nevystupuje

parametr méfitka (rozptyl o). Na druhé strané, jak jsme upozornili, zavisi rozptyl odhadi na
odhadovanych parametrech S .

11.4. Intepretace parametru
Vénujme se interpretaci parametra 8, g, vmodelu n, = g, + B, x,.

Binarni nezavisle proménna

Ptedpokladejme, ze jednorozmérnd veliina x nabyva pravé dvou hodnot. Bez ijmy na obecnosti to
jsou hodnoty 0 a 1, takZe x je uméla proménna k dvouhodnotovému faktoru a vyjadiuje neptitomnost
¢i pritomnost n¢jakého jevu.

Pro x=0 jsou $ance rovny:

eﬂo
PY =1 Bo
a)(O)z ( ):1+e ol
P(Y =0) 1
1+ e’

Parametr g, je tedy roven logitu pravdépodobnosti vyskytu sledovaného jevu pro x=0:

P(Y =1)
By =M
P(Y =0
Pro x=1 je odpovidajici $ance rovna
eﬁo‘*/j\

fori Bo+ B
a)(l) _1+e —e

1

Bo+ 5

I+e

Pomér Sanci (odds ratio) pro dvé hodnoty x je pak roven

a)(l) e Po+h ) "
=e ,
eﬂo

a)(O

~

takze parametr £, je roven logaritmu poméra Sanci. Pokud pravdépodobnost sledovaného jevu na

hodnoté x nezavisi, je pomér Sanci roven jedné, tedy g, = 0.
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Kdyz znéme odhad b, parametru f, i jeho asymptoticky rozptyl o (oznaéme V = (J(b,,b,))"
sfadky a sloupci Cislovanymi od nuly), miZeme testovat nulovou hypotézu H,: 4, = 0 pomoci
statistiky

Z=—

O-ll

ktera ma za platnosti nulové hypotézy asymptoticky normované normalni rozdéleni N (0;1).
Nekteré statistické pakety zde predpokladaji studentovo rozdéleni s (n — & —1) stupni volnosti
-t
V piipadé binarniho x nalezneme odhady by, by snadno, ptimo z odhadti $anci »(0), o(1). Pro
x=1 a Y=j ozna¢me zjiSténou Cetnost jako Nj;. Celkem tedy mame »,, = N,, + N, pozorovani
s hodnotou x=i. Hledané odhady jsou

a3(0)= NOl/nO- — N
NOO/nO- NDO
N

af)(l): ll/nO- — N

NlO/nOo N

01
’

11

10

Odtud snadno dostaneme

11

Pokusme se explicitné vyjadtit rozptyl o . Diagonalni matice D(b,,b,) ma pouze dvoji
diagonalni prvky, n,, prvka s odhadem rozptylu pro x=0 a »,, prvkia s odhadem rozptylu pro
x=1. Zminéné odhady rozptylu zavisle proménné jsou rovny N - N, /n’, . Odhad Fisherovy
informacéni matice ma tedy tvar

ProtoZe determinant této matice je roven N, N, N, N, /(n,.n,. ), dostaneme ptislusny prvek

(vpravo dole) matice ¥ = (J(b,.b,))" jako
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ReSeny priklad

Nasledujici data podavaji informaci o tom, zda matka kojila své dité jeSté ve 24.
tydnu. Zabyvejme se otazkou, zda tato skuteCnost zavisi na tom, zda bylo
téhotenstvi planovano.

Koj24
0|1
Plan|0|35|6
113622

Z tabulky dostaneme snadno prislusné Ccetnosti. Je zrejmé, zZe u planovanych
tehotenstvi kojilo ve 24. tydnu Zivota ditéte relativné vice matek, nez u téhotenstvi
neplanovanych. Provedme explicitni vypocty:

N, =35 N, =6 N, =36 N, =22
b —1nN°‘ —mi— 1,764
0o - - -1
Ny 35
N, N 35.22
b, = ——1 = =1,271
N, N, 6-36
) 1 1 1 1 1 1 1
o, = + + + =—+4+—+—+—=10,268
N, N, N, N, 35 6 36 22
H,:p =
H, :pB, #0
b, 1,271
7 =——=——==12,453

p —value = 0,014

= Zamitame hypotézu o tom, Ze kojeni ve 24. tydnu nezavisi na planovani téhotenstvi.

11.5. Testovani podmodelu pomoci rozdili devianci

K testovani podmodelu lze pouzit test dany rozdilem devianci, zaloZzeny na odhadech b

vmodelu a » Vv podmodelu. Test se provadi prostiednictvim tzv. devianci, které nyni

zavedeme.

Uvazujme nejprve nejhor§i mozny model, ktery ma pravé tolik parametrt, kolik je
pozorovani, tedy n. Pfiléhavéjsi model (s vétsi hodnotou vérohodnostni funkce) neexistuje.

137




11. Logisticka regrese a jeji uziti pro diskriminaci

Tento nejbohatsi model se nazyvéa saturovany. Oznaéme maximalni hodnotu vérohodnostni
funkce v saturovaném modelu symbolem ¢ . Kazdy jiny predstavitelny model je

podmodelem saturovaného modelu. Pfiléhavost bézného modelu miizeme posoudit pomoci
deviance

Cim je naS model méné priléhavy, tim je hodnota deviance D vétsi, podobné, jako je vétsi
rezidualni soucet ctverci v linearnim modelu pro méné vystizny model.

Pojem deviance jsme zde zavedli zejména proto, ze se pouziva i v souvislosti s logistickou
regresi, byt je zde hodnota ¢__ trividlni. Saturovany model ma n parametrd u ,...,u, .

ax

Odhadem stiedni hodnoty x, je v piipad¢ logistické regrese ptimo Yj, takze je

n

Coe =2 (Y, Y, +(1-Y,)n(1-Y,))=0.

max
i=1

Oznaéime-li odhady pravdépodobnosti jedni¢ky v bé&Zzném modelu jako 4] = u(x,, ), devianci
v modelu logistické regrese vyjadiime jako

_ _zzn (¥, I g, + (1-Y,)In (L 4,)

Vratme se k obecné situaci. V nasem béZném modelu ted’ uvazujeme néjaky podmodel
napiiklad po vylouceni ¢asti regresort. Testovou statistiku danou rozdilem devianci modelu a

podmodelu (s odhady parametra I;O ,b ) vyjadiime nésledng:

Tato testovd statistika (rozdil devianci) mé& (za platnosti testovaného podmodelu)
asymptotické rozd€leni y’(f), kde f je rovno rozdilu poctu nezavislych parametrii
VvV porovnavanych modelech. Hypotézu H,: 3, =0 a podobné hypotézy o nulovosti jedné

sloZky vektoru g lze testovat pravé timto testem rozdilu devianci.

Podobnost deviance k rezidualnimu souctu ¢tverci vedla ke snaze rozsitit pojem koeficientu
determinace také na logistickou regresi. K tomuto ucelu nejprve zavedeme pojem nulového
modelu. Jde o model, kde jsou vSechny stfedni hodnoty u, = EY, shodné. Hodnotu

vérohodnostni funkce ¢i deviance ozna¢ime ¢, resp. Do. Hodnotu logaritmické
vérohodnostni funkce normélniho linearniho modelu lze vyjadfit jako

/(b) = —%(l+ln (27)-In n)—%ln RSS
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11. Logisticka regrese a jeji uziti pro diskriminaci

kde

i=1

Koeficient determinace v linearnim modelu Ize vyjadfit jako

e _q_ RS
RSS |

V uvedeném vztahu je uveden navod k vypoctu i pro ptipad logistické regrese. Ptiléhavé;si
model, nez je saturovany, nalézt nelze. Deviance saturovaného modelu je, jak vime, rovna
nule, takze koeficient R? nemize piekrocit hodnotu

=2

2
max

R =1l-e

Po dosazeni do vztahu pro Dy dostaneme:

DO:—Z[éYiln( n Yih(n— n Y)ln(n— n Y)—nlnn],

i i

= = =

nebot’ pro vSechna i je odhadem stfedni hodnoty relativni Cetnost jednicek, totiz > (¥, /n).
i=1

Nagelkerke (1991) proto navrhl upravit definici zobecnéného koeficientu determinace na

11.6. Modifikovana logisticka regrese — nastroj pro diskriminaci

Logisticka regrese nebyla pivodné vytvoiena pro ucely diskriminace, ale jak si ukdzeme, Ize
ji pro ni s Gspéchem pouzit.
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11. Logisticka regrese a jeji uziti pro diskriminaci

Model logistické regrese, ktery je upraveny pro ucely diskriminace, je definovan nasledovné.
Necht' Y,,...,Y, je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim,

jehoz parametr spliuje

Pl =1lx, = x)= e T

P(Y[ = 0|£i = ii): [1 + e(ﬂ“ﬁ/x’)]_l !

kde (3,, ,B’)' je neznamy (p+1) rozmérny parametr a X ,,..., X , je posloupnost nezavislych
nahodnych veli¢in. Tento model ma tzv. ucici fazi, ve které zname u kazdého objektu jak
hodnoty X, tak hodnoty Y; (tj. vime, do které skupiny ten ktery objekt patii). Na zakladé této
znalosti odhadneme parametry g,, 3 a poté dostaneme odhad 7 (x) funkce z(x), kde

-

2(x)= Py =1[x = x)=[i+ 7]

Dalsi objekt, u kterého nezndme jeho zatazeni a u néhoz jsme naméfili hodnotu X pomocnych
znak, ptfitadime do jedné ze skupin podle hodnoty rozhodovaci funkce.

Zde sice nezname apriorni hustotu veli¢iny Y ani podminénou hustotu nahodné veli¢iny X za
podminky Y=y, ale pro vypocet optimalni rozhodovaci funkce nam postaci znalost
podminéné hustoty Y za podminky X=x, kterd je urfena hodnotou funkce z(x). Pokud

5(x)=j,je totiz

Il
~
—

=
.
~—
<
—
=
|=
~—

Il

ELL(r s ONX = 5]= 3 L0n.5)p(olx)

y=0 =0

ﬁ(x), j=0,
1-7z(x), j=1.

= L(1-j.j)p(l- jlx)= {

Tedy
min E[L(Y, (X)X = x]=min {z(x)1 -7 (x)}.

deD
Toto minimum existuje vx e R” a tudiZ mizeme psat

8" (x)=arg min L(1-j./)p(1- jlx).

J=0.1

Tedy objekt, na némz jsme naméfili hodnotu X pomocnych znakli, zatadime do prvni
skupiny, pokud

z(X)21-z(X), 4.
By+B'X 20
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Tudiz objekt zafadime do prvni skupiny, pokud S(X)>0 a do nulté skupiny, pokud

. . . 1
S(X)<o0. Pfitom S(x)= B, + 'x. Dodejme, ze pokud S(X)=0, tj. »(X)= 3 muzeme

objekt zaradit do libovolné skupiny, aniz bychom zvysili hodnotu pravdépodobnosti chyby.

K vlastni diskriminaci v§ak musime pouzit odhad s (x) funkce $(x), ve kterém jsou neznamé

parametry g, nahrazeny odhady $,.p . Pomoci metodiky kapitoly 11.3, tedy

§(£)=Eo+ﬁ~,£'

Hlavni vyhodou tohoto modelu je fakt, ze neklade Zadné podminky na rozdéleni nahodnych

vektordh X ,....X

"t

Poznamky:

1.

V regresnich modelech byvaji obvykle veliciny X ,,...,X,6, jez jsou naméieny na
objektech ucici skupiny, nendahodné, resp. jejich hodnoty jsou nastaveny
experimentdtorem. Miize se také stat, Ze i v pripadé spojitého rozdéleni velicin X |,..., X ,

se nekteré z namérenych hodnot X ..., X , opakuji. Nic z pravé uvedeného vsak neni na
zavadu. Stale muzZeme na veliciny X ,,...,X , pohlizet jako na ndhodné. Pro urceni
teoretické diskriminacni funkce nepotiebujeme znat hustotu velicin X |,..., X ,, postacuje
nam znalost podminéné hustoty velicin Yi za podminky Xi=X; i=1, ..., n.

Prospektivni studie

Jak je uvedeno, mohou se namérené hodnoty X,,...,X, 6 opakovat a byt nastaveny
experimentdtorem, tj. mohou byt nendhodné (tzv. prospektivni studie). Necht' I je pocet
riiznych hodnot veli¢in X |,...,X , Vucici skupiné a x,,...,x, jsou tyto hodnoty. Necht
nyni Yij, i=1, ..., I, j=1, ..., mi, vyjadiuji zarazeni objektii do skupin. Pritom m; je pocet
objektii s hodnotou vysvétlujicich znakii Xi, celkovy pocet objektii je tedy nyni roven

I m;
n=> m, . Necht Y, =37, . JestliZe jsou hodnoty vysvétlujicich velicin nendhodné a
i=1 j=1

nenahodna jsou i cisla mi, ..., my, méli bychom pri hledani maximalné verohodnych
odhadii parametrii B, a p maximalizovat sdruzenou hustotu velicin Y,,,...,Y, 1a

1 Ie
podminky X, =x,,...,X, = x,. Rozdéleni velicin Y, za podminky X, = x, je binomické

s parametry m, a z(x,). Uvedend podminénd sdruzend hustota je potom rovna

=i

* ! m[ Vie 1=y
f(yy>n( ]n(x,»(l—n(xi» ‘
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Logaritmicka vérohodnostni funkce je tedy rovna

I'(fy.f)=3 I ':

i=1

. [ ]+z][Yi-(ﬁo+ﬂ’£i)—mi]l‘l(l+eﬁ”+ﬂrx')]:

i

;n'}-i-zl:i [Yi,j(ﬂo +ﬂ’£i)—]n (1+e/30+,3'£[ )]

ie i=1 j=1

Vztah pro logaritmickou veérohodnost se tedy od vztahu uvedeného v kapitole 12.3 lisi
1
pouze o clen " In {:1] ktery nezavisi na B, ani na g. Tudiz obé tyto funkce nabyvaji

i=1

sveho maxima ve stejném bodeé.

11.7. Ovérovani predpokladii logistické regrese

Proc¢ testovat ptedpoklady modelti? Logisticky model sice neklade zadné zvlastni pozadavky
na rozdéleni ndhodnych wveli¢in X ,,...,X , ale zato predpoklada specificky tvar

nd

pravdépodobnosti p(y = 1|£ = x). Skute¢nost, 7e opravdu plati

Py =1]x = x)= [+ 2] bychom méli ovéit nejlépe pomoci néjakého statistického
testu.

Dale uvedeme nékteré testy dobré shody pro model logistické regrese.

a Zakladni testy dobré shody pro model logistické regrese

Pro popis testil dobré shody pouzijeme znaceni zavedené v rdmci pozndmky 2. Tj. necht’ ucici
skupina obsahuje n objekti. Necht' I je pocet riznych hodnot veli¢in X ,,...,X  Vucici
skupin€ a x,,...,x, jsou tyto hodnoty. Jak jiz bylo dfive feceno, veli¢iny X ,..., X , nemuseji
byt nutné nahodné (obvykly jev regresnich modeltl). Mohou se tedy nékteré z hodnot
X,,....,X, opakovat, 1 kdyz jsou veliCéiny X ,...,X 6 spojit¢ rozdé€lené. Cely model
logistické regrese pracuje totiz s podminénym rozdélenim veli€in Y,,...,Y, za podminky
X, =x,...,X

skupin pfeznatme na Y, , i=1,....,7, j=1,..,m , kde m; je poCet objekti s hodnotou

= x, . Hodnoty Y,,...,Y, vyjadiujici zafazeni i-t€ho objektu do jedné ze dvou

n =n

vysvétluyjicich znaka X; a Yjj, ,j=1,...,m, oznaCuje zafazeni objektl, u nichZ maji
I m, I

vysvétlujici znaky hodnotu X ; = x,. Dale oznaCme n, = > > Y, ., n, =" (1- Ym.).

i=1

i=1 j=1

m;
Jj=1

Metodou maximalni vérohodnosti ziskdme odhady ,50, B parametrti 8,, . Pomoci téchto
1

odhadi spocitime odhady logistickych pravdépodobnosti 7 (x,)= 7, = [1 sl PF '1')]7 . Pfimo

=i

Z vérohodnostnich rovnic plynou vztahy

I m I I
=1

nlzzzyi,;’:zmiﬁii nozii(l_yi,j)zzmi(l_ii)

Jj=1 i
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Popiseme test dobré shody zaloZeny na Pearsonové y° statistice.

Celou situaci Ize popsat kontingencni tabulkou typu 2xI s danymi marginalnimi sloupcovymi
Cetnostmi. Pfitom i-ty sloupec tabulky reprezentuje binomické rozdéleni s parametry m.,

z(x)=7,.

Tabulka odhadnutych ¢etnosti ma tvar:

X
X1 X
Y1 m, 7, m,7, ny
Ofm -7z |m,(1-%,)|No
my m n
Tabulka empirickych (pozorovanych) ¢etnosti je tvaru:
X
X1 X
Y1l v, Y,, |Mm
O m, -r, m,—-Y, |No
my m n

Protoze mame dany marginalni sloupcové Cetnosti, jsou hodnoty v nasi tabulce vazany I
podminkami  (m,z, + m,(1-7z,)=m,,....,m,x, +m,(1—-x,)=m,). Tento 1udaj budeme
potiebovat pro vypocet stupiiti volnosti v Pearsonove testové statistice, ktera ma tvar

L (r —m.77.)2 ' (m, -7, —m.(l—f.))2
22: ie [ + i ie i i
L T2

mi(l_i?i)

Pomoci této statistiky lze testovat shodu dat v pozorované tabulce s tabulkou teoretickou,
kterd je v naSem piipad€é zaloZzena na modelu logistické regrese. Pfi hypotéze Ho: plati
logisticky model, ma statistika 7? asymptoticky rozdéleni y* s nasledujicim poctem stuptiti
volnosti: velikost kontingenéni tabulky — pocet vazeb v teoretické tabulce — pocet
odhadnutych parametrd = 2I — | — (p+1) = | — (p+1). Tedy pfi platnosti Ho je
Z?> - y?(I - (p +1)). Samoziejmé musi byt splnéna podminka 7 > (p +1).

Ptipomenime vSak jeden problém, ktery je spojen s pouzitim vySe uvedené¢ho testu dobré
shody. Rozdéleni testové statistiky je ziskdno asymptoticky pro » — o« a V praktickych
situacich (obzvlasté v ptipadech, kdy alesponi jedna slozka vysvétlujicich ndhodnych vektora
X,,...,X, ma spojity charakter) je 7 ~ n. Tedy Srozsahem vybéru roste téz pocet stuprtl
volnosti testovych statistik. McCullagh a Nelder (1989) uvedli, ze pro 7 =~ n je pfi platnosti
Ho Ez° <I-(p+1). Vroce 1989 vSak Hosmer a Lemeshow provedenim rozsahlych
simulaci potvrdili, Ze aproximace stfedni hodnoty statistiky Z? vyrazem 7-(p+1) je
prakticky pouzitelna.
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Dal$im problémem, ktery je spojen s pouzitim Pearsonovy Z° statistiky, je pozadavek na
dostate¢né velké teoretické Cetnosti, napt. m,z, >5, m,(1-7,)>5, i=1,..,1, ktery téz
nebude obvykle splnén, pokud 7 ~ n.

Oba vyse uvedené problémy lze vytesit, pokud bude 7 <»n pevné. PopiSeme si testovou
statistiku, navrzenou jiz zminénymi Hosmerem a Lemeshowem, kterd je zaloZzena pravé na
této myslence.

o Hosmerovy-Lemeshowovy testy

Statistiky vhodné pro testy dobré shody navrzené Hosmerem a Lemeshowem jsou zaloZeny
na seskupeni nékterych sloupcti kontingenéni tabulky uvedené v kapitole 11.6.1. Nejprve
zvolime g <n pocet pozadovanych sloupct kontingencni tabulky. Pozorovani pfeznacime

tak, aby platilo 7, <7, <... < 7,.

Vysledkem seskupeni jsou sloupce obsahujici pfiblizn€ stejny pocet pozorovani. Do prvniho
sloupce zafadime pfiblizné n/g pozorovani v, ,....Y, Y Y, . , kterym nalezi

D N SRTI
n

nejmensi odhadnuté pravdépodobnosti 7,, i =1,...,n,. Nasi snahou je, aby m = > m, bylo
i=1

co mozna nejblize hodnoté n/g . Postupné vytvaiime dalsi sloupce, az koneéné v g-tém

sloupci je pfiblizné n/g pozorovani Y, ,...Y, ,...Y, .., Y, -, kterym nalezi nejvétsi
g-1

odhadnuté pravdépodobnosti z,, i=¢,...,I, t= Z n; +1, pfitom n/,...,n!, oznaCuji poCty
k=1

riznych hodnot vysvétlujicich veli¢in X ,,...,X, Vjednotlivych sloupcich (tedy plati

g k

> n,=1).Necht 1, =0, =>n', k=1,..,¢g anecht m,....m_ jsou pocty pozorovani
k=1 j=1

v jednotlivych sloupcich, tedy spliwji vztahy m, = Y m,, k =1,...,g. Snazime se, aby m,

i=t,_;+1

bylo co nejblize hodnoté n/g Vk =1,...,g. Je-li g=10, nazyvaji se hodnoty odhadnutych
pravdépodobnosti, jez oddéluji jednotlivé sloupce, jako decily rizika. Samotné sloupce
kontingen¢ni tabulky budeme v nasi praci nazyvat decilovymi skupinamil.

Pro novou kontingenc¢ni tabulku typu 2xg nyni spocitdime odhadnuté teoretické a empirické
Cetnosti. Odhadnutd teoretickd Cetnost pro fadek Y = 1 a k-ty sloupec je

tk
¢,= >Ymz, k=1,..,g, pro fadek Y = 0 a kty sloupec je
i=t,_ +1
1

m.—c,= Y m(-7z,) k=1,.,¢g. Empirickd Cetnost pro fadek Y = 1 a k-ty sloupec je

Ok:ZZYw’ k=1,.,g, pro ftddek Y = 0 a k-ty sloupec je

i=t,_+1 j=1

1 O decilech se mluvi i v situacich, kdy neni v kazdém sloupci piesné desetina viech pozorovani.
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[ m; — '
m:—ok = Z Z(I—Ym.), k=1,...,g. Déle necht =, :L* Zm,ﬁi =t k=1,...,¢g

i=t, +1 j=1 m

ko=t +1 mk

Jje odhad pravdépodobnosti P(Y = 1‘1 € {LHH’--- X, })

Tabulka odhadnutych teoretickych Cetnosti ma tedy tvar:

X
1. sloupec | ... | g-ty sloupec
Y|1l m:ﬂ'l m* T Ny
g
0l wi=m) || m—r.) [N0
g
Tabulka empirickych (pozorovanych) ¢etnosti je tvaru:
X
1. sloupec| ... | g-ty sloupec
Y|l 01 Og ny
0 ml* -0, m. —o No
4 8
ml* m ’ n
g

Testova statistika Hosmerova-Lemeshowova testu pro ovéfovani shody s modelem logistické

regrese ma tvar b&ézné Pearsonovy y° statistiky pro ovéfovani shody teoretické a empirické
tabulky, tedy

:Zg(ok_mk;k) +i(mk_0k_mk(l_7?k))

k=1 m, 7, k=1 m:(l_Ek)

Uzitim rozsahlych simulaci bylo ukazano, ze pro 7 = » ma pfi platnosti hypotézy Hj statistika
C pfiblizné rozdéleni y*> 0 (g-2) stupnich volnosti. Podle Hosmera a Lemeshowa lze pfi

platnosti Ho dobie aproximovat rozdéleni statistiky C rozdélenim »’ 0 (g-2) stupnich
volnosti téZ v situaci, kdy 7 ~ n .

Aby bylo mozné pouzit vySe uvedenou statistiku, méli bychom jeste ovéfit
m 7z, >5 m(1-7,)>5 k=1,...,g.Neni-li tato podminka splnéna, méli bychom slou¢it
nekteré sloupce tabulky, a tedy snizit hodnotu ¢isla g. Autofi vSak tvrdi, ze poruSeni této
podminky neni pfili§ na zdvadu. Hosmer a Lemeshow déle doporucuji volit g > 6 , nebot’ pro
g > 6 je jiz statistika C malo citliva na rozdily mezi teoretickymi a empirickymi éetnostmi a
téméf vzdy indikuje shodu s modelem.
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) | Otazky 11.

N o g bk~ wDndoE

Cemu se ve statistice ¥ika diskriminace?

Srovnejte logisticky a normalni linearni regresni model.
Vysvétlete pojmy Sance a logit.

Vysvétlete, jak se testuji podmodely pomoci devianci.
Jak se vyuziva logisticka regrese pro diskriminaci?
Jaké predpoklady je tieba testovat u logistické regrese?
Princip Hosmer-Lemeshowovych testi.
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